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FIBRE´ VECTORIEL DE RANG 2n+ 1 SUR L’ESPACE P2n+2
MOHAMED BAHTITI
Re´sume´. Nous construisons dans cet article des nouvelles familles de fibre´s vectoriels
alge´briques de rang 2n + 1 sur l’espace projectif complexe P2n+2 a` partir de deux fibre´s
de rang 2n sur P2n+1, le fibre´ de corre´lation nulle ponde´re´ et le fibre´ de Tango ponde´re´ tout
en utilisant la me´thode de Kumar-Peterson-Rao. Nous construisons un autre exemple de fibre´
vectoriel de rang 3 sur P4
K
diffe´rent de ce qui est pre´sente´ dans l’article de Kumar-Peterson-Rao,
ou` K est un corps quelconque.
ABSTRACT. We build in this paper new families of algebraic vector bundles of rank 2n+ 1
on the complex projective space P2n+2 from two bundles of rank 2n on P2n+1, the weighted
null correlation bundles and the weighted Tango bundles while using the method of Kumar-
Peterson-Rao. We construct another example of vector bundle of rank 3 on P4
K
different than
the one presented in the paper of Kumar-Peterson-Rao, where K is any field.
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1. Introduction
Soient n, α, γ ∈ N et β ∈ Z tels que n > 0, γ > 0, α ≥ β, α+β ≥ 0 et γ > (2n+1) | β |. Soient
U un C-espace vectoriel de dimension 2, et Q le fibre´ de quotient et N(f) le fibre´ de corre´lation
nulle classique sur P(S2n+1 U) pour f ∈ (
∧2
S2n+1 U)∗ = H0(Q∗(1)) une (2n + 2) × (2n + 2)-
matrice antisyme´trique symplectique non de´ge´ne´re´e. Ces fibre´s sont de´finis par les suites exactes
suivantes
0 −→ OP(S2n+1 U)(−1)
g
−→ S2n+1 U ⊗OP(S2n+1 U) −→ Q −→ 0,
et
0 −→ N(f) −→ Q
T g◦f
−→ OP(S2n+1 U)(1) −→ 0.
Soit F (W ) le fibre´ de Tango pour W ⊂
∧2
S2n+1 U = (H0(Q∗(1)))∗ un sous-espace vectoriel
tel que dim(W ) =
(
2n+ 2
2
)
− 4n− 1 et que W ne contient pas d’e´le´ment de´composable non
nul de
∧2
S2n+1 U . Ce fibre´ est de´fini par la suite exacte suivante
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0 −→ Q(−1)
̟W−→
(
(
2∧
S2n+1 U)upslopeW
)
⊗OP(S2n+1 U) −→ F (W )(1) −→ 0.
Tous les sous-espaces comme W , qui sont C∗-invariants par rapport a` la C∗-action suivante
σ1 =
(
tα 0
0 tβ
)
avec t ∈ C∗,
forment l’ensemble W qui e´tait e´tudie´ dans le the´ore`me 3.4 [1]. Dans le the´ore`me 3.1.3, on
trouve W ∈ W et f := fW ∈ (
∧2
S2n+1 U)∗ = H0(Q∗(1)) une (2n + 2) × (2n + 2)-matrice
antisyme´trique symplectique non de´ge´ne´re´e tels que
Tσ1fσ1 = af et 〈f, w〉 = 0, a ∈ C
∗, pour tout w ∈ W
ou` 〈, 〉 est la forme quadriatique associe´e a`
∧2
S2n+1 U dans 3.1.2. On trouve aussi DW un
sous-espace vectoriel C∗-invariant de
∧2
S2n+1 U tel que
∧2
S2n+1 U ≃ DW ⊕W . D’apre`s la
proposition 3.1.1, on obtient la suite exacte suivante
0 −→ N(f)(−1) −→ (DWupslopeC.f)⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0.
On conside`re la transforme´e de Horrocks [1]
Iminvg : FV(P(S2n+1 U), σ) // FV(P2n+1),
ou` FV(P(S2n+1 U), σ) est la cate´gorie de fibre´s vectoriels sur P(S2n+1 U) qui sont C∗-invariants
au-dessus de l’action σ = tγ.σ1, et FV(P2n+1) est la cate´gorie de fibre´s vectoriels sur P2n+1 qui
sont C∗-invariants au-dessus de la multiplication usuelle sur C2n+2. Dans la proposition 3.1.4,
on applique cette transforme´e sur la suite pre´ce´dente pour obtenir la suite exacte suivante
0 −→ N (−γ)
π
−→ Υ1
ι
−→ F(γ) −→ 0,
ou` N (resp. F) est l’image inverse ge´ne´ralise´e du fibre´ N(f) dans la proposition 2.1.3
(resp. F (W ) dans la proposition 3.7 [1]), et
Υ1 =
4n⊕
i=1
OP2n+1(ζi),
avec
ζ1 = α(4n+ 1) + β, ζ2 = 4nα + 2β, . . . , ζ2n = α(2n+ 2) + 2nβ, ζ2n+1 = 2nα + (2n+ 2)β,
. . . , ζ4n = α + (4n+ 1)β.
Dans la proposition 3.1.5, pour la suite pre´ce´dente il existe deux morphismes φ et ψ tels que le
diagramme suivant est commutatif et exacte en Υ1
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ψ //
ι
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π
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0,
ou` ℏ1 = 2γ − (2n+ 1)(α+ β) et ℏ2 = 2nγ + 3n(2n + 1)(α+ β). De plus, si
γ > max{| α + β(4n+ 1) | +(2n+ 1)(α+ β), α(4n+ 1) + β},
alors les deux morphismes φ et ψ sont des matrices de rang 2n et ℏ1 > 0.
Soient z ∈ H0(P2n+2,OP2n+2(1))\{0} et P
2n+1 ⊂ P2n+2 l’hyperplan de P2n+2 de´fini par l’e´quation
z = 0. Soient ǫ ≥ 1 un entier et Y(ǫ) ⊂ P
2n+2 le voisinage infinite´simal de l’ordre ǫ de P2n+1
dans P2n+2, de´fini par l’e´quation zǫ = 0. Soit J(ǫ) : Y(ǫ) −→ P2n+1 la projection d’un point, en
dehors de Y(ǫ), sur un sous-espace projectif P
2n+1 ([5] page 22). En appliquant l’image inverse
de J(ǫ) sur la suite exacte pre´ce´dente, on obtient la suite exacte suivante
0 −→ N(ǫ)(−γ)
π
−→ Υ(ǫ)
ι
−→ F(ǫ)(γ) −→ 0,
ou` N(ǫ) = J
∗
(ǫ)N et F(ǫ) = J
∗
(ǫ)F , et
Υ(ǫ) := J
∗
(ǫ)Υ1 =
4n⊕
i=1
OY(ǫ)(ζi).
Nous utilisons la me´thode de Kumar-Peterson-Rao dans l’article [14] (voir 2.2) pour construire
un fibre´ vectoriel sur P2n+2 a` partir de la suite exacte pre´ce´dente qui est de´finie sur Y(ǫ).
Soit G un fibre´ vectoriel sur P2n+2 de´fini par le diagramme commutatif suivant
0

0

Υ(−ǫ)

Υ(−ǫ)

0 // G //

Υ //

F(ǫ)(γ) // 0
0 // N(ǫ)(−γ)
π //

Υ(ǫ)
ι //

F(ǫ)(γ) // 0
0 0
ou`
Υ :=
4n⊕
j=1
OP2n+2(ζj).
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Dans le the´ore`me 3.1.8, pour n > 1, soit
Γ :=
2n−1⊕
i=1
OP2n+2(ζbi) avec 1 ≤ b1 < b2 < . . . < b2n−1 ≤ 4n.
On a:
- Si ǫ = ǫ1 := 2γ + (2n+ 1)(α+ β), alors il existe un fibre´ vectoriel E de rang 2n+ 1 sur P2n+2
qui est de´fini par la suite exacte suivante
0 −→ Γ(−ǫ1) −→ G −→ E −→ 0.
- Si ǫ = ǫ2 := 2nγ + n(2n + 1)(α + β), alors il existe un fibre´ vectoriel K de rang 2n + 1 sur
P2n+2 qui est de´fini par la suite exacte suivante
0 −→ K −→ G −→ Γ −→ 0.
Dans la proposition 3.1.9, on trouve des 3-fibre´s sur P4 pour certaines valeurs de ǫ.
Dans la proposition 4.2.2, on trouve un autre exemple de 3-fibre´s sur P4K diffe´rent de l’exemple
4.1 de Kumar-Peterson-Rao [14] tout en utilisant l’identite´ de Binet-Cauchy, ou` K est un corps
quelconque. Parmi ces fibre´s Il y a des fibre´s qui sont diffe´rents du fibre´ de Tango ponde´re´
provenant d’une image inverse ge´ne´ralise´e sur P2n+2 [1].
2. Pre´liminaires
2.1. Fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 provenant d’une image inverse
ge´ne´ralise´e. Nous allons e´tudier dans cette partie un fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1
qui provient d’une image inverse ge´ne´ralise´e de fibre´ de corre´lation nulle classique spe´cial sur
P(S2n+1 U).
2.1.1. De´finition du fibre´ de corre´lation nulle classique sur P2n+1. Soient V un espace vectoriel
complexe de dimension dim(V ) = 2n+2, P2n+1 = P(V ) l’espace projectif complexe associe´ dont
les points sont les droites de V , et v ∈ V un point correspondant a` la droite x = C.v ∈ P (V ).
On a l’inclusion canonique
gx : (OP2n+1(−1))x := C.v →֒ V
av 7−→ gx(av) = av,
ou` a ∈ C. Alors on a la suite exacte suivante
0 −→ OP2n+1(−1)
g
−→ V ⊗OP2n+1 −→ Q −→ 0.
On a aussi le morphisme surjectif
Tgx : V
∗ −→ C.v∗ := OP2n+1,x(1)
h 7−→ Tgx(h),
ou` Tgx(h) est la restriction de h a` C.v. Ce morphisme nous donne le morphisme surjectif suivant
V ∗ ⊗OP2n+1
T g
−→ OP2n+1(1) −→ 0.
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Soit f : V −→ V ∗ un morphisme. On sait que f est antisyme´trique si et seulement si, pour tout
u ∈ V , f(u)(u) = 0. Alors (Tgx ◦ f ◦ gx)(v) = Tgx(f(v)), la restriction de f(v) a` C.v, est nul si
et seulement si f(v)(v) = 0.
Soit f : V −→ V ∗ un isomorphisme antisyme´trique. On peut de´finir la monade suivante
0 −→ OP2n+1(−1)
g
−→ V ⊗OP2n+1
f
−→ V ∗ ⊗OP2n+1
T g
−→ OP2n+1(1) −→ 0
qui peut s’e´crire e´galement
0 −→ OP2n+1(−1)
g
−→ V ⊗OP2n+1
T g◦f
−→ OP2n+1(1) −→ 0.
On de´finit le fibre´ de corre´lation nulle classiqueN(f) sur P2n+1 par la cohomologie de la monade
pre´ce´dente.
Maintenant, on conside`re f : V −→ V ∗ un isomorphisme antisyme´trique de´fini relativement a`
la base canonique de V par la (2n+2)× (2n+2)-matrice antisyme´trique symplectique suivante
−r0
0 ..
.
−rn
rn
.
.
. 0
r0

.
ou` r0, r1, . . . , rn ∈ C
∗. Par de´finition, le fibre´ de corre´lation nulle classique spe´cial N(f) sur
P2n+1 est la cohomologie de la monade suivante
(1) 0 −→ OP2n+1(−1)
g
−→ V ⊗OP2n+1
T g◦f
−→ OP2n+1(1) −→ 0.
Donc on a les suites exactes suivantes
(2) 0 −→ OP2n+1(−1)
g
−→ V ⊗OP2n+1 −→ Q −→ 0,
ou` Q est le fibre´ de quotient vectoriel de rang 2n+ 1 sur P2n+1, et
(3) 0 −→ N(f) −→ Q
T g◦f
−→ OP2n+1(1) −→ 0.
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2.1.2. Proposition. 1- Soient f1, f2 : V −→ V ∗ des isomorphismes antisyme´triques. Alors on
a N(f1) ≃ N(f2) si et seulement s’il existe a ∈ C∗ tel que f1 = a.f2.
2- Soient κ ∈ GL(V ), κ ∈ PGL(V ) son e´le´ment correspondant a` κ et f : V −→ V ∗ un
isomorphisme antisyme´trique. Alors on a
κ∗(N(f)) ≃ N(Tκ ◦ f ◦ κ).
3- Soient N(f) le fibre´ de corre´lation nulle classique spe´cial sur P2n+1 et σ(t) ∈ PGL(V ) une
C∗-action sur P(V ), pour tout t ∈ C∗, qui est de la forme
σ(t) :=

ta0
ta1 0. . .
0 ta2n
ta2n+1

ou` a0 ≥ a1 ≥ . . . ≥ a2n ≥ a2n+1 sont des entiers tels que ai+a2n+1−i = d ∈ Z, i = 0, 1, . . . , 2n+1.
Alors on a un isomorphisme canonique
st : σ(t)
∗
N(f) ≃ N(f),
tel que pour t1, t2 ∈ C
∗, on a st1.t2 = st2 ◦ σ(t2)
∗
(st1).
De´monstration. 1- Soit la suite exacte suivante
0 −→ OP2n+1(−1)
g
−→ V ⊗OP2n+1 −→ Q −→ 0.
Pour f1, f2 : V −→ V ∗ des isomorphismes antisyme´triques, on a les suites exactes suivantes
0 −→ OP2n+1(−1)
T b1−→ Q∗
d1−→ N∗(f1) −→ 0
0 −→ OP2n+1(−1)
T b2−→ Q∗
d2−→ N∗(f2) −→ 0,
ou` b1 := (
Tg ◦f1) et b2 := (Tg ◦f2). S’il existe a ∈ C∗ tel que f1 = a.f2, alors on a ker(Tg ◦f2) =
ker(Tg ◦ f1). Donc on obtient N(f1) ≃ N(f2).
Si N(f1) ≃ N(f2), alors on a ψ : N∗(f1)
∼
−→ N∗(f2). On a la suite suivante
0 −→ Hom(Q∗,OP2n+1(−1)) −→ Hom(Q
∗, Q∗) −→ Hom(Q∗, N∗(f2))
−→ Ext1(Q∗,OP2n+1(−1)) −→,
mais Hom(Q∗,OP2n+1(−1)) = 0 et Ext
1(Q∗,OP2n+1(−1) = 0. On obtient que
Hom(Q∗, Q∗)
∼
−→ Hom(Q∗, N∗(f2))
Comme ψ est non trivial, donc ψ ◦ d1 6= 0. Il existe un morphisme non trivial ϕ : Q∗ −→ Q∗
tel que ψ ◦ d1 = d2 ◦ ϕ. D’apre`s ([16], Lemma 1.2.8), on obtient que ϕ est un isomorphisme.
Comme le fibre´ Q∗ est simple, on obtient que ϕ est une homothe´tie. L’isomorphisme ϕ de´finit,
localement en x ∈ P2n+1 ou` x = C.v pour un v ∈ V , un isomorphisme
ϕ1,x : C.v
a×
−→ C.v
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tel que a.T b2 =
T b2 ◦ ϕ1 = ϕ ◦T b1 =T b1, pour a ∈ C∗. Donc on a le diagramme commutatif
suivant
0 // OP2n+1(−1)
T b1 //
ϕ1

Q∗
d1 //
ϕ

N∗(f1) //
ψ

0
0 // OP2n+1(−1)
T b2 // Q∗
d2 // N∗(f2) // 0
et on a (a.f2) ◦ g = f1 ◦ g, pour tout g : X →֒ V ou` X est une droite dans V , ce qui donne
f1 = a.f2.
2- Pour la monade suivante
0 −→ OP2n+1(−1)
g
−→ V ⊗OP2n+1
T g◦f
−→ OP2n+1(1) −→ 0
et d’apre`s la de´finition de l’image inverse, on a κ∗(g) = κ ◦ g et κ∗(Tg) =T (κ ◦ g) qui donnent
la monade suivante
0 −→ OP2n+1(−1)
κ◦g
−→ V ⊗OP2n+1
T (κ◦g)◦f
−→ OP2n+1(1) −→ 0.
Donc on a
κ∗(N(f)) ≃ N(Tκ ◦ f ◦ κ).
Soit f : V −→ V ∗ un isomorphisme antisyme´trique de´fini relativement a` la base canonique
de V par la (2n+2)× (2n+2)-matrice antisyme´trique symplectique, comme dans la de´finition
2.1.1. Il suffit de remarquer que Tσ(t) ◦ f ◦ σ(t) = tdf , pour tout t ∈ C∗. On obtient donc un
isomorphisme canonique
st : σ(t)
∗
N(f) ≃ N(f),
tel que pour t1, t2 ∈ C∗ on a st1.t2 = st2 ◦ σ(t2)
∗
(st1),
σ(t2)
∗
σ(t1)
∗
N(f) = σ(t1.t2)
∗
N(f)
st1.t2 //
σ(t2)
∗
(st1) **❯
❯❯❯❯
❯❯❯❯
❯❯❯❯
❯❯❯❯
❯
N(f)
σ(t2)
∗
N(f).
st2
99ssssssssss

2.1.3. Proposition. Soient U un C-espace vectoriel de dimension 2, et {x, y} sa base. Soient
i, n, α, γ ∈ N et β ∈ Z tels que n > 1, γ > 0, α ≥ β, α + β ≥ 0 et γ > (2n + 1) | β |, et
g0, . . . , g2n+1 des formes homoge`nes sans un ze´ro commun sur P(S2n+1 U) telles que
deg(gi) = γ + (2n+ 1)α + i(β − α), i = 0, 1, . . . , 2n+ 1.
Soient
H0 := {x
2n+1−jyj, 0 ≤ j ≤ 2n+ 1}
la base canonique de S2n+1 U , Q le fibre´ de quotient et N(f) le fibre´ de corre´lation nulle classique
spe´cial sur P(S2n+1 U). Les fibre´s Q et N(f) sont de´finis par les suites exactes
0 −→ OP(S2n+1 U)(−1)
g
−→ S2n+1 U ⊗OP(S2n+1 U) −→ Q −→ 0,
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0 −→ N(f) −→ Q
T g◦f
−→ OP(S2n+1 U)(1) −→ 0.
ou` g est l’inclusion canonique, et f : S2n+1 U −→ S2n+1 U∗ est un isomorphisme antisyme´trique
de´fini relativement a` la base canonique pre´ce´dente de S2n+1 U par la (2n+2)× (2n+2)-matrice
antisyme´trique symplectique, comme dans la de´finition 2.1.1.
Alors le fibre´ Q (resp. N(f)) a une image inverse´e ge´ne´ralise´e Qγ,α,β (resp. Nγ,α,β) de´finie par
(4) 0 −→ OP2n+1(−γ)
g(−γ)
−→ S2n+1 U −→ Qγ,α,β −→ 0
(5) ( resp. 0 −→ Nγ,α,β −→ Qγ,α,β
(T g◦f)(−γ)
−→ OP2n+1(γ + (α+ β)(2n+ 1)) −→ 0),
ou` U = OP2n+1(α) ⊕ OP2n+1(β), Nγ,α,β := Nγ,α,β(−γ) et Qγ,α,β := Qγ,α,β(−γ). On appelle le
fibre´ Qγ,α,β le fibre´ de quotient ponde´re´ par les poids γ, α, β, provenant d’une image inverse
ge´ne´ralise´e sur P2n+1. On appelle le fibre´ Nγ,α,β le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ par les poids
γ, α, β, provenant d’une image inverse ge´ne´ralise´e sur P2n+1.
De´monstration. On conside`re l’application
ω := (g0, . . . , g2n+1) : C
2n+2 \ {0} −→ S2n+1 U \ {0}
v 7−→ (g0(v), . . . , g2n+1(v))
On conside`re l’action de C∗ sur S2n+1 U
σ : C∗ × S2n+1 U −→ S2n+1 U
(t, u) 7−→ tγ .
(
tα 0
0 tβ
)
.u.
Cette action est repre´sente´e par la matrice
tγ .

t(2n+1)α
t(2n+1)α+(β−α) 0. . .
0 t
(2n+1)α+2n(β−α)
t(2n+1)β
 ∈ PGL(S(2n+1) U).
On conside`re aussi l’action de C∗ (multiplication usuelle sur C2n+2)
T : C∗ × C2n+2 −→ C2n+2
(t, u) 7−→ t.u.
Alors ω est une C∗-application par rapport a` ces deux actions. L’action σ induit une action
σ ∈ PGL(S2n+1 U) de C∗ sur P(S2n+1 U), et l’action T induit une action triviale de C∗ sur
P2n+1. On a donc une transforme´e de Horrocks [1]
Iminvg : FV(P(S2n+1 U), σ) // FV(P2n+1),
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ou` FV(P(S2n+1 U), σ) est la cate´gorie de fibre´s vectoriels sur P(S2n+1 U) qui sont C∗-invariants
au-dessus de l’action σ, et FV(P2n+1) est la cate´gorie de fibre´s vectoriels sur P2n+1 qui sont
C∗-invariants au-dessus de l’action T . On conside`re le morphisme
g := Tω : OP(S2n+1 U)(−1) −→ S
2n+1 U ⊗OP(S2n+1 U),
avec OP(S2n+1 U)(−1), S
2n+1 U ⊗ OP(S2n+1 U) qui sont munis de l’action canonique σ(t). Alors g
est un C∗-morphisme. Comme on a, pour tout t ∈ C∗,
σ(t).(x2n+1−i.yi) = tγ+(2n+1)α+i(β−α).(x2n+1−i.yi),
alors le sous-fibre´ (x2n+1−i.yi.C) ⊗ OP(S2n+1 U) de S
2n+1 U ⊗ OP(S2n+1 U) est C
∗-invariant. On
obtient
O(γ+(2n+1)α+i(β−α))
P(S2n+1 U)
≃ (x2n+1−i.yi.C)⊗OP(S2n+1 U),
qui est de´fini localement, pour tout v ∈ S2n+1 U , par
(O(γ+(2n+1)α+i(β−α))
P(S2n+1 U)
)v ≃ C
≃
−→ ((x2n+1−i.yi.C)⊗OP(S2n+1 U))v ≃ x
2n+1−i.yi.C
a 7−→ ax2n+1−i.yi.
Donc on a un C∗-isomorphisme
S2n+1 U ⊗OP(S2n+1 U) ≃
2n+1⊕
i=0
O(γ+(2n+1)α+i(β−α))
P(S2n+1 U)
.
Alors on a un C∗-morphisme
g := Tω : OP(S2n+1 U)(−1) −→
2n+1⊕
i=0
O(γ+(2n+1)α+i(β−α))
P(S2n+1 U)
.
On conside`re le morphisme
B := Tg ◦ f : S2n+1 U ⊗OP(S2n+1 U) −→ OP(S2n+1 U)(1),
avec S2n+1 U ⊗ OP(S2n+1 U) (resp. OP(S2n+1 U)(1)) qui est muni de l’action canonique σ(t)
(resp. de σ̂(t) l’action duale de σ(t)). Pour que le morphisme B soit un C∗-morphisme il faut
avoir
Bv(σ(t).v1) = t
qσ̂(t).Bv(v1),
pour tout v, v1 ∈ S2n+1 U , q un entier et
Bv : S
2n+1 U −→ (OP(S2n+1 U)(1))v = (C.v)
−1.
Alors on obtient q = 2γ + (2n+1)(β+α). Donc il faut que OP(S2n+1 U)(1) soit muni de l’action
duale σ̂(t) multiplie´e par le caracte`re t2γ+(2n+1)(β+α). Donc B est le C∗-morphisme suivant
B :
2n+1⊕
i=0
O(γ+(2n+1)α+i(β−α))
P(S2n+1 U)
−→ OP(S2n+1 U)(1)
(2γ+(2n+1)(β+α)).
10 MOHAMED BAHTITI
Donc on a la C∗-monade suivante
0 −→ OP(S2n+1 U)(−1)
g
−→
2n+1⊕
i=0
O(γ+(2n+1)α+i(β−α))
P(S2n+1 U)
B
−→ OP(S2n+1 U)(1)
(2γ+(2n+1)(β+α)) −→ 0.
D’apre`s la de´finition 2.2 et la proposition 2.3 en [1], on obtient que
Iminvg(
2n+1⊕
i=0
O(γ+(2n+1)α+i(β−α))
P(S2n+1 U)
) =
2n+1⊕
i=0
OP2n+1(γ + (2n+ 1)α+ i(β − α)) = S
2n+1 U(γ)
et
Iminvg(OP(S2n+1 U)(1)
(2γ+(2n+1)(β+α))) = OP2n+1(2γ + (2n+ 1)(β + α)),
et
Iminvg(OP(S2n+1 U)(−1)) = OP2n+1 ,
ou` U = OP2n+1(α) ⊕ OP2n+1(β). Comme le fibre´ Q a une GL(S
2n+1 U)-action donc il a une
C∗-action, ce qui donne qu’il est C∗-invariant au-dessus de l’action σ(t). D’apre`s la proposition
2.1.2, on obtient
σ(t)∗N(f) ≃ N(f).
On obtient donc Iminvg(Q) = Qγ,α,β et Iminvg(N(f)) = Nγ,α,β. Alors on a la monade
suivante
0 −→ OP2n+1
g
−→ S2n+1 U(γ)
B
−→ OP2n+1(2γ + (2n+ 1)(β + α)) −→ 0
qui nous donne les deux suites exactes suivantes
0 −→ OP2n+1
g
−→ S2n+1 U(γ) −→ Qγ,α,β −→ 0,
0 −→ Nγ,α,β −→ Qγ,α,β
T g◦f
−→ OP2n+1(2γ + (2n+ 1)(β + α)) −→ 0.
Donc on obtient
0 −→ OP2n+1(−γ)
g(−γ)
−→ S2n+1 U −→ Qγ,α,β −→ 0,
0 −→ Nγ,α,β −→ Qγ,α,β
(T g◦f)(−γ)
−→ OP2n+1(γ + (2n+ 1)(β + α)) −→ 0,
ou` Qγ,α,β := Qγ,α,β(−γ), et Nγ,α,β := Nγ,α,β(−γ).

2.1.4. Proposition. Soit N := Nγ,α,β le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ provenant d’une image
inverse ge´ne´ralise´e sur P2n+1 qui est de´fini dans la proposition 2.1.3. Alors le fibre´ N est un
fibre´ symplectique (N ∗((α + β)(2n+ 1)) = N ).
De´monstration. voir l’article [2]. 
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2.2. Technique de construction d’un fibre´ sur une varie´te´ lisse. Kumar-Peterson-Rao
ont pre´sente´ dans leur article [14] une me´thode pour construire un fibre´ vectoriel sur une varie´te´
projective lisse X a` partir de deux fibre´s vectoriels sur une sous-varie´te´ de X .
Soient X une varie´te´ projective lisse, Y un diviseur de X correspondant a` une section
s ∈ H0(X,OX(Y )) et i : Y →֒ X le morphisme d’inclusion. On notera D le faisceau i∗D
pour tout faisceau cohe´rent D sur la varie´te´ Y .
Supposons que l’on ait la suite exacte suivante de fibre´s vectoriels sur Y
0 −→ A
a
−→ F
b
−→ B −→ 0
et que l’on ait Fˆ un fibre´ vectoriel sur X tel que la restriction sur Y est Fˆ |Y = F. On de´finit
G un fibre´ vectoriel sur X par le diagramme commutatif suivant
0

0

Fˆ (−Y )

Fˆ (−Y )

0 // G //

Fˆ //

B // 0
0 // A //

F //

B // 0
0 0
On obtient que le rang du fibre´ G est rg(G) = rg(A)+ rg(B). Supposons maintenant qu’il y ait
aussi deux fibre´s vectoriels Lˆ1, Lˆ2 sur X avec L1, L2 leurs restrictions sur Y telles qu’il existe un
morphisme surjectif de fibre´s f : L1 −→ A et un morphisme injectif de fibre´s g : B −→ L2. Soit
le morphisme f (resp. g) tel que le compose´ φ : L1
f
−→ A
a
−→ F (resp. ψ : F
b
−→ B
g
−→ L2)
sur Y se rele`ve en un morphisme Φ : Lˆ1 −→ Fˆ (resp. Ψ : Fˆ −→ Lˆ2 ) sur X . Donc on a le
diagramme commutatif suivant
Lˆ1
Φ //

Fˆ
Ψ //

Lˆ2

L1
φ //
f   ❅
❅❅
❅❅
❅❅
❅
F
ψ //
b ❄
❄❄
❄❄
❄❄
❄ L2
A
a
??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧
❅
❅❅
❅❅
❅❅
❅ B
  ❆
❆❆
❆❆
❆❆
❆
g
??⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦
0
>>⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥
0
??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧
0.
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2.2.1. Lemme. ([14], proposition 2.1). On a un morphisme de fibre´s vectoriels ∆ qui est de´fini
de la fac¸on suivante
∆ : Fˆ (−Y )⊕ Lˆ1 −→ Fˆ ⊕ Lˆ2(−Y )
∆ =
(
sI Φ
Ψ s−1ΨΦ
)
.
Le morphisme ∆ se factorise de la fac¸on suivante
Fˆ (−Y )⊕ Lˆ1
∆ //
∆1
%%❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
❑
Fˆ ⊕ Lˆ2(−Y )
G
∆2
99sssssssssss
&&▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼
0
88qqqqqqqqqqqqq
0
ou` ∆2 : G −→ Fˆ ⊕ Lˆ2(−Y ) est un morphisme injectif de fibre´s, et ∆1 : Fˆ (−Y )⊕ Lˆ1 −→ G est
un morphisme surjectif de fibre´s.
De´monstration. voir [14]. 
2.2.2. Proposition. ([14], proposition 2.2). Soient Nˆ1, Nˆ2 des fibre´s vectoriels sur X et N1,N2
leurs restrictions sur Y respectivement tels que Fˆ = Nˆ1 ⊕ Nˆ2 et F = N1 ⊕ N2. Soit
π1 : N1(−Y ) −→ A
un morphisme qui se rele`ve en un morphisme
π : Nˆ1(−Y ) −→ Lˆ1
tel que Im(Φπ) ⊂ Nˆ2. Le morphisme µ : Nˆ1(−Y ) −→ G est injectif si et seulement si
sa restriction a` Y l’est.
De´monstration. On a le diagramme commutatif suivant
Nˆ1(−Y )
j
J
i1
ww♦♦♦
♦♦♦
♦♦♦
♦♦♦
♦♦♦
♦♦♦
♦♦♦
♦♦♦
♦
µ
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
µ1
&&◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆
Nˆ1(−Y )⊕ Nˆ2(−Y )⊕ Lˆ1
∆
//
∆1
''PP
PPP
PPP
PPP
PPP
PPP
PPP
PPP
PPP
PP
Nˆ1 ⊕ Nˆ2 ⊕ Lˆ2(−Y )
G
∆2
77♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣
$$■
■■
■■
■■
■■
■■
0
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉
0
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ou` i1 est un morphisme d’inclusion et le morphisme
µ1 : Nˆ1(−Y ) −→ Nˆ1 ⊕ Nˆ2 ⊕ Lˆ2(−Y )
est de´fini par
µ1 :=
 sIΦπ
s−1ΨΦπ +Ψi
 .
ou` i : Nˆ1 →֒ Nˆ1 ⊕ Nˆ2 est une inclusion. On en de´duit que µ = µ1 et que le morphisme µ1
est injectif sur X − Y . Donc le morphisme µ : Nˆ1(−Y ) −→ G est injectif si et seulement si
sa restriction a` Y l’est.

2.2.3. Remarque. Dans l’application de la proposition 2.2.2, on va construire directement le
morphisme injectif de fibre´s µ : Nˆ1(−Y ) −→ G tout en utilisant le fait que: si rg(N1) < rg(N2)
et rg(A) = rg(B) alors on a rg(N1) ≤ rg(A)− 1.
2.2.4. Proposition. ([14], proposition 2.3). Soient Mˆ1, Mˆ2 des fibre´s vectoriels sur X et
M1,M2 leurs restrictions sur Y respectivement tels que Fˆ = Mˆ1 ⊕ Mˆ2 et F = M1 ⊕ M2.
Soit
d1 : B(−Y ) −→M1
un morphisme qui se rele`ve en un morphisme
d : Lˆ2(−Y ) −→ Mˆ1
tel que dΨ s’annule sur Mˆ1(−Y ). Le morphisme δ : G −→ Mˆ1 est surjectif si et seulement si
sa restriction a` Y l’est.
De´monstration. On a le diagramme commutatif suivant
Mˆ1
Mˆ1(−Y )⊕ Mˆ2(−Y )⊕ Lˆ1
∆
//
∆1
''◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
δ1
88♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣
Mˆ1 ⊕ Mˆ2 ⊕ Lˆ2(−Y )
p1
eeee▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲
G
∆2
88qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
  ❆
❆❆
❆❆
❆❆
❆
δ
OO✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
0
>>⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥
0
ou` p1 est un morphisme projection et le morphisme
δ1 : Mˆ1(−Y )⊕ Mˆ2(−Y )⊕ Lˆ1 −→ Mˆ1
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est de´fini par
δ1 :=
(
sI dΨ ds−1ΨΦ+ pΦ
)
.
ou` p : Mˆ1 ⊕ Mˆ2 −→ Mˆ1 est une projection. On en de´duit que δ = δ1 et que le morphisme δ1
est surjectif sur X − Y . Donc le morphisme δ : G −→ Mˆ1 est surjectif si et seulement si sa
restriction a` Y l’est. 
2.2.5. The´ore`me de Hirzebruch-Riemann-Roch. (Hartshorne, [5]). Soient X une varie´te´
projective lisse sur un corps K et F un faisceau cohe´rent sur X. On a donc le diagramme
commutatif suivant
K(X)
ch(•).td(X)
//
χ(X,•)

CH∗(X)
deg(•)

Z // Q
χ(X,F ) = deg(ch(F ).td(X))
ou` deg(•) est l’application de degre´, ch(F ) le caracte`re de Chern de F , K(X) l’anneau de
Grothendieck de X, CH∗(X) l’anneau de Chow de X et td(X) les classes de Todd de X .
De´monstration. voir [5]. 
Soit f : X −→ Y un morphisme de varie´te´s alge´briques. A l’aide du the´ore`me de Hirzebruch-
Riemann-Roch, on peut calculer les classes de Chern de l’image directe d’un fibre´ F de´fini sur
la varie´te´ X .
2.2.6. De´finition. Un morphisme f : X −→ Y est un morphisme fini si et seulement s’il
existe un recouvrement des ouverts affines Vi = Spec(Bi) de Y tels que f
−1(Vi) = Spec(Ai)
ou` Ai est une Bi-alge`bre de type fini, pour tout i.
2.2.7. Lemme. (Le Potier [15]). Soient f : X −→ Y un morphisme fini de varie´te´s alge´briques
et F un faisceau cohe´rent sur X.
1 - Le faisceau f∗F est cohe´rent et R
qf∗F = 0 pour q > 0.
2 - On a Hq(X,F ) = Hq(Y, f∗F ) pour tout inte`gre q. En particulier si X et Y sont des varie´te´s
projectives, alors on a
χ(X,F (t)) = χ(Y, f∗F (t)) pour t ∈ Z.
De´monstration. voir [15]. 
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2.2.8. Proposition. Soient z ∈ H0(Pn,OPn(1))\{0} et Pn−1 ⊂ Pn l’hyperplan de Pn de´fini par
l’e´quation z = 0. Soient ǫ ≥ 1 un entier positif et Y(ǫ) ⊂ Pn le voisinage infinite´simal de l’ordre
ǫ de Pn−1 dans Pn de´fini par l’e´quation zǫ = 0. Soient les morphismes d’inclusion suivants
Pn−1 := Y(1)
 
b(2) // Y(2)
 
b(3) // . . . 
 b(ǫ) // Y(ǫ)
  d // Pn.
Soient F̂ un fibre´ vectoriel sur Pn−1 de rang r dont les classes de Chern sont c1, c2, c3, . . . , cn−1,
F(ǫ) un faisceau cohe´rent sur Y(ǫ) tel que F̂ = F(ǫ)|Pn−1 := F(1) et F = d∗(F(ǫ)) un faisceau
cohe´rent sur Pn dont les classes de Chern sont c
′
1, c
′
2, c
′
3, . . . , c
′
n. Alors
c
′
1 = rǫ, c
′
2 = ǫ
2(
r(r + 1)
2
)− ǫc1
c
′
3 = ǫ
3(
r(r + 1)(r + 2)
6
)− ǫ2(r + 1)c1 + ǫ(c
2
1 − 2c2)
c
′
4 = ǫ
4(
r(r + 1)(r + 2)(r + 3)
24
)− ǫ3(
(r + 2)(r + 1)
2
)c1+
ǫ2((r + 2)c21 − (2r + 3)c2) + ǫ(−c
3
1 + 3c1c2 − 3c3).
De´monstration. D’apre`s l’exemple 15.1.2 dans [4]: Pour E un faisceau cohe´rent de rang r dont
les classes de Chern sont c1, c2, . . . , cn sur P
n = P(V ), on a
ch(E) = r + h1 +
1
2
h2 +
1
3!
h3 + . . .+
1
n!
hn + . . .
ou`
hi = det

c1 1 0 · · · 0
2c2 c1 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
ici ci−1 ci−2 · · · c1
 .
et
td(Pn) = 1 + T1 + T2 + T3 + . . .+ Tn + . . .
ou`
T0 = 1, T1 =
1
2
α1, T2 =
1
12
(α21 + α2), T3 =
1
24
(α1α2), . . .
ou` α1, α2, . . . , αn sont les classes de Chern du fibre´ Q(1) qui est de´fini par la suite exacte suivante
0 −→ OPn(−1) −→ V ⊗OPn −→ Q −→ 0.
D’apre`s le the´ore`me de Hirzebruch-Riemann-Roch sur la varie´te´ Pn, on a
χ(Pn, E(t)) =
r
n!
.tn +
n∑
i=1
Ai
(n− i)!
.tn−i
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ou` Ai = rTi +
∑i−1
j=0 Ti−j−1.hj+1, i = 1, 2, . . . , n et pour tout t ∈ Z. De la suite exacte sur Y(ǫ)
0 −→ F(ǫ−1)(−1) −→ F(ǫ) −→ F(1) −→ 0,
on obtient alors que
χ(Y(ǫ), F(ǫ)(t)) =
ǫ−1∑
k=0
χ(Pn−1, F(1)(t− k)).
Comme l’immersion ferme´e affine d est un morphisme fini, en utilisant le lemme 2.2.7, on obtient
que
ǫ−1∑
k=0
χ(Pn−1, F(1)(t− k)) = χ(Y(ǫ), F(ǫ)(t)) = χ(P
n, F (t)).
Alors on en de´duit
ǫ−1∑
k=0
{
r
(n− 1)!
.(t− k)n−1 +
n−1∑
i=1
A
′
i
(n− 1− i)!
.(t− k)n−1−i} =
ǫ−1∑
k=0
{
r
(n− 1)!
.tn−1 + (
r.k
(n− 2)!
+
A
′
1
(n− 2)!
).tn−2+
(
r.k2
2!.(n− 3)!
−
A
′
1.k
(n− 3)!
+
A
′
2
(n− 3)!
).tn−3+
(−
r.k3
3!.(n− 4)!
+
A
′
1.k
2
(n− 4)!
−
A
′
2.k
(n− 4)!
+
A
′
3
(n− 4)!
).tn−4}+ . . . =
=
rg(F )
n!
.tn +
A1
(n− 1)!
.tn−1 +
A2
(n− 2)!
.tn−2 +
A3
(n− 3)!
.tn−3 +
A4
(n− 4)!
.tn−4 + . . .
Ces polynoˆmes e´tant les meˆmes, on peut identifer les coefficients et obtenir des e´quations
permettant d’obtenir rg(F ) = 0 et
c
′
1 = rǫ, c
′
2 = ǫ
2(
r(r + 1)
2
)− ǫc1
c
′
3 = ǫ
3(
r(r + 1)(r + 2)
6
)− ǫ2(r + 1)c1 + ǫ(c
2
1 − 2c2)
c
′
4 = ǫ
4(
r(r + 1)(r + 2)(r + 3)
24
)− ǫ3(
(r + 2)(r + 1)
2
)c1+
ǫ2((r + 2)c21 − (2r + 3)c2) + ǫ(−c
3
1 + 3c1c2 − 3c3).

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3. Fibre´ vectoriel de rang 2n+ 1 sur P2n+2
3.1. Fibre´ vectoriel de rang 2n+1 sur P2n+2. Pour obtenir un fibre´ vectoriel de rang 2n+1
sur la varie´te´ projective P2n+2, nous allons e´tablir la relation entre le fibre´ de Tango ponde´re´
provenant d’une image inverse ge´ne´ralise´e en [1] et le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ provenant
d’une image inverse ge´ne´ralise´e sur P2n+1 en 2.1.1.
3.1.1. Proposition. Soient V un C-espace vectoriel de dimension dim(V ) = 2n + 2, et
f ∈
∧2 V ∗ = H0(Q∗(1)) une forme biline´aire antisyme´trique non de´ge´ne´re´e qui correspond
a` l’hyperplan H ⊂
∧2 V = (H0(Q∗(1)))∗, et W ⊂ ∧2 V = (H0(Q∗(1)))∗ un sous-espace vecto-
riel ve´rifiant la condition (*) en [1]. Soient N(f) et F (W ) le fibre´ de corre´lation nulle classique
et le fibre´ de Tango correspondants respectivement a` f et a` W . Si W ⊂ H, Alors on a la suite
exacte suivante
0 −→ N(f)(−1) −→ (HupslopeW )⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0.
De´monstration. Le fibre´ N(f) est de´fini par la suite exacte suivante
0 −→ OP2n+1
T f◦g
−→ Q∗(1) −→ N(f)(1) −→ 0.
Alors on a la suite exacte de la cohomologie
0 −→ Cf
H0(T f◦g)
−→ H0(Q∗(1)) ≃
2∧
V ∗ −→ H0(N(f)(1)) −→ 0
ou bien
0 −→ C
H0(T f◦g)
−→ H0(Q∗(1)) ≃
2∧
V ∗ −→ H0(N(f)(1)) −→ 0
Ou` H0(Tf ◦ g)(a) := a.f pour tout a ∈ C. Alors on a H0(Tf ◦ g)(1) = f , c’est-a`-dire on a le
diagramme commutatif suivant
0
0 // OP2n+1
T f◦g //
−T f ))❙❙❙
❙❙❙
❙❙❙
❙❙❙
❙❙❙
Q∗(1)
OO
∧2 V ∗ ⊗OP2n+1
evQ∗(1)
OO
dont le dual est
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0

Q(−1)
T g◦f //

OP2n+1 // 0
∧2 V ⊗OP2n+1 .
f
55❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦
Comme f :
∧2 V −→ C est une application line´aire surjective, on conside`re la suite exacte
suivante
0 −→ H −→
2∧
V
f
−→ C −→ 0.
Si W ⊂ H , alors on obtient le diagramme commutatif suivant
0
(
(
∧2 V )upslopeW ) f //
OO
C // 0
∧2 V
f
66♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠
OO
et ker(f) = HupslopeW . Alors on a la suite exacte suivante
0 −→ HupslopeW ⊗OP2n+1 −→
(
(
2∧
V )upslopeW
)
⊗OP2n+1
f
−→ ⊗OP2n+1 −→ 0.
On obtient donc le diagramme commutatif suivant
0

Q(−1)
T g◦f //

OP2n+1 // 0
∧2 V ⊗OP2n+1 f //

OP2n+1 // 0
(
(
∧2 V )upslopeW )⊗OP2n+1
f
44❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥
Ou` Q(−1) −→
(
(
∧2 V )upslopeW )⊗OP2n+1 est le morphisme injectif ̟W dans la suite exacte
0 −→ Q(−1)
̟W−→
(
(
2∧
V )upslopeW
)
⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0.
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Donc on a le diagramme commutatif suivant
0

0

0 // N(f)(−1) //
h

Q(−1)
T g◦f //
̟W

OP2n+1 // 0
0 // HupslopeW ⊗OP2n+1 //

(
(
∧2 V )upslopeW )⊗OP2n+1f //

OP2n+1 // 0
coker(h) //

F (W )(1)

0 0
D’apre`s le lemme de serpent, on obtient que coker(h) ≃ F (W )(1) qui donne la suite exacte
suivante
0 −→ N(f)(−1) −→ HupslopeW ⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0.

A partir de maintenant, nous allons nous inte´resser au fibre´ de corre´lation nulle classique spe´cial
N(f) sur P2n+1.
3.1.2. Dualite´. Soient U = C2 un espace vectoriel, et {x, y} sa base. Il existe un isomorphisme
ν : U −→ U∗ de´fini a` une constante multiplicative pre`s par la matrice antisyme´trique(
0 −1
1 0
)
,
on obtient que x∗ :=T xν = −y, y∗ :=T yν = x est la base de U∗. La forme symplectique 〈, 〉
sur U correspondant a` ν est donc de´fini par
〈x, x〉 = 〈y, y〉 = 0, 〈x, y〉 = −1.
On appelle l’espace (U ; 〈, 〉) le plan symplectique. On en de´duit l’isomorphisme Sm U ≃ Sm U∗
et la forme quadriatique (resp. la forme symplectique) associe´e, si m est pair (resp. si m est
impair), de´finie par
〈xiym−i, xjym−j〉 :=
 0 : i+ j 6= m
(−1)ii!.j! : i+ j = m.
qui est une (m+1)× (m+ 1)-matrice Bm. Ensuite on en de´duit l’isomorphisme
∧2
S2n+1 U ≃∧2
S2n+1 U∗ et la forme quadriatique syme´trique associe´e de´finie par: soient 0 ≤ i < j ≤ 2n+1,
0 ≤ s < t ≤ 2n+ 1, et
zi,j = x
iy2n+1−i ∧ xjy2n+1−j, zs,t = x
sy2n+1−s ∧ xty2n+1−t
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alors on a
〈zi,j, zs,t〉 :=
 0 : j + s 6= 2n+ 1 ou i+ t 6= 2n+ 1
(−1)i+j+1i!.t!.j!.s! : j + s = 2n + 1 et i+ t = 2n+ 1.
Pour toute forme line´aire f ∈ (
∧2
S2n+1 U)∗, on a que l’action de cette forme est
f(g) := 〈f, g〉
ou` g ∈
∧2
S2n+1 U . Ensuite on en de´duit une forme non de´ge´ne´re´e sur l’espace vectoriel⊕m
i=0 S
i U de´finie par la matrice
B = diag(Bm, Bm−1, Bm−2, . . . , B0).
3.1.3. The´ore`me. En gardant les notations de la proposition 2.1.3. Soient U = C2 le plan
symplectique et n > 0 un entier, et P(S2n+1 U) l’espace projectif associe´ a` l’espace vectoriel
S2n+1 U . Pour tout W ∈ W, comme dans le the´ore`me 3.4 en [1] pour P(S2n+1 U), il existe une
forme antisyme´trique symplectique non de´ge´ne´re´e f := fW :
∧2
S2n+1 U −→ C telle que
Tσ1fσ1 = af, et 〈f, w〉 = 0 pour tout w ∈ W,
ou` a ∈ C∗ et σ1 =
(
tα 0
0 tβ
)
, t ∈ C∗. Il existe aussi DW un sous-espace vectoriel C
∗-
invariant de
∧2
S2n+1 U tel que
∧2
S2n+1 U ≃ DW ⊕W . Dans ce cas on obtient la suite exacte
suivante
0 −→ N(f)(−1) −→ (DWupslopeC.f)⊗OP(S2n+1 U) −→ F (W )(1) −→ 0,
ou` N(f) est le fibre´ de corre´lation nulle classique spe´cial associe´ a` la forme f , et F (W ) est le
fibre´ de Tango associe´ au sous-espace W .
De´monstration. On va utiliser les meˆmes notations de 3.3 et 3.4 en [1]. Soit
B := {zp,q := x
2n+1−pyp ∧ x2n+1−qyq, 0 ≤ p < q ≤ 2n+ 1},
la base de l’espace vectoriel
∧2
S2n+1 U . Comme dans la remarque 3.3 en [1] pour P(S2n+1 U),
on a
2∧
S2n+1 U ≃
⊕
1≤k≤4n+1
Ek,
ou` Ek est engendre´ par les e´le´ments zp,q tels que k = p+ q. On pose que
Ek :=
 Ek ⊕ E4n+2−k : 1 ≤ k ≤ 2n
E2n+1
qui donne
2∧
S2n+1 U ≃
⊕
1≤k≤2n+1
Ek.
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On obtient que 〈ui, uj〉 = 0 pour tout ui ∈ Ei et uj ∈ Ej avec i 6= j. Donc si u, h ∈
∧2
S2n+1 U
on peut les e´crire sous la forme
u = u1 + u2 + . . .+ u2n + u2n+1, h = h1 + h2 + . . .+ h2n + h2n+1,
ou` uk, hk ∈ Ek pour 1 ≤ k ≤ 2n+ 1. Apre`s la dualite´ 3.1.2, on obtient que
〈u, h〉 = 〈u1, h1〉+ 〈u2, h2〉+ 〈u3, h3〉+ . . .+ 〈u2n, h2n〉+ 〈u2n+1, h2n+1〉.
On cherche une forme line´aire f ∈ (
∧2
S2n+1 U)∗ telle que
Tσ1fσ1 = af, et f(w) := 〈f, w〉 = 0
pour tout w ∈ W et a ∈ C∗. Ce qui est donc e´quivalent a` dire que l’on cherche une forme
line´aire telle que f ∈ E2n+1, et
f(w2n+1) := 〈f, w2n+1〉 = 0
pour tout w2n+1 ∈ W2n+1. Comme W2n+1 est un hyperplan de E2n+1, on a dans ce cas
C.f =W∨2n+1,
ou` W∨2n+1 est l’orthogonal de W2n+1 dans E2n+1. Donc f est uniquement de´termine´e a` une
constante multiplicative pre`s. On obtient que la forme line´aire f est non de´ge´ne´re´e, car si le
coefficient de zp,2n+1−p dans f est nul, pour 0 ≤ p ≤ n, alors on a
f(zp,2n+1−p) := 〈f, zp,2n+1−p〉 = 0
qui donne zp,2n+1−p ∈ W2n+1; ce qui est une contradiction a` W2n+1 ∈ Z2n+1. Comme la forme
quadriatique 〈, 〉 est une forme syme´trique non de´ge´ne´re´e de´finie sur
∧2
S2n+1 U et comme
f 6= 0, alors on a f /∈ W2n+1. Pour tout W ∈ W , on choisit donc dk ∈ EkWk non nuls
pour tout 1 ≤ k ≤ 4n + 1 tel que C.d2n+1 = W∨2n+1 et on de´finit f = a.d2n+1 ou` a ∈ C
∗. En
conside´rant le sous-espace vectoriel de
∧2
S2n+1 U
DW =
⊕
1≤k≤4n+1
C.dk,
on obtient que
∧2
S2n+1 U ≃ DW ⊕W est un C∗-isomorphisme. Si l’hyperplan H := ker(f) ⊂∧2
S2n+1 U , alors on obtient W ⊂ H . D’apre`s la proposition 3.1.1, on obtient la suite exacte
suivante
0 −→ N(f)(−1) −→ HupslopeW ⊗OP(S2n+1 U) −→ F (W )(1) −→ 0,
ou bien
0 −→ N(f)(−1) −→
(
k 6=2n+1⊕
1≤k≤4n+1
C.dk
)
⊗OP(S2n+1 U) −→ F (W )(1) −→ 0,
ou` N(f) est le fibre´ de corre´lation nulle classique spe´cial associe´ a` la forme f , et F (W ) est le
fibre´ de Tango associe´ au sous-espace W .

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3.1.4. Proposition. En gardant les notations de la proposition 2.1.3. Soit U = C2 le plan
symplectique comme dans la dualite´ 3.1.2. Soient g0, . . . , g2n+1 des formes homoge`nes sans un
ze´ro commun sur P(S2n+1 U) telles que
deg(gi) = γ + (2n+ 1)α + i(β − α), i = 0, 1, . . . , 2n+ 1.
Soient N(f) le fibre´ de corre´lation nulle classique spe´cial sur P(S2n+1 U) et F (W ) le fibre´ de
Tango sur P(S2n+1 U) comme dans le the´ore`me 3.1.3
0 −→ N(f)(−1) −→ D1 ⊗OP(S2n+1 U) −→ F (W )(1) −→ 0.
ou` D1 :=
⊕k 6=2n+1
1≤k≤4n+1C.dk. Alors on a la suite exacte suivante
(6) 0 −→ N (−γ) −→ Υ1 −→ F(γ) −→ 0.
ou` Υ1 :=
⊕k 6=2n+1
1≤k≤4n+1OP2n+1(2α(2n+1)+k(β−α)), et N (resp. F) est le fibre´ de´fini sur P
2n+1
comme dans la proposition 2.1.3 (resp. la Proposition 3.7 en [1]).
De´monstration. D’apre`s la proposition 2.1.2 et le the´ore`me 3.1.3, on obtient que le fibre´ N(f)
est C∗-invariant par rapport a` l’action σ(t) et
σ(t)∗N(f) ≃ N(f).
D’apre`s la proposition 3.2 et le the´ore`me 3.4 en [1], on obtient que l’on obtient que le fibre´
F (W ) est C∗-invariant par rapport a` l’action σ(t) et
σ(t)∗F (W ) ≃ F (W ).
On conside`re la transforme´e de Horrocks Iminvg, qui est de´finie dans la proposition 2.1.3.
D’apre`s la de´finition 2.2 en [1], on obtient Iminvg(F (W )) = Fγ,α,β et Iminvg(N(f)) = Nγ,α,β.
Le fibre´
(⊕k 6=2n+1
1≤k≤4n+1C.dk
)
⊗ OP(S2n+1 U) est muni de l’action canonique σ(t). Comme on a,
pour tout t ∈ C∗,
σ(t).(dk) = t
((2α(2n+1)+k(β−α)+2γ) .(dk),
alors le sous-fibre´ (dk.C) ⊗ OP(S2n+1 U) de
(⊕k 6=2n+1
1≤k≤4n+1C.dk
)
⊗ OP(S2n+1 U) est C
∗-invariant, et
on a
O((2α(2n+1)+k(β−α)+2γ)
P(S2n+1 U)
≃ (dk.C)⊗OP(Sn U).
Ce qui est de´fini localement, pour tout v ∈ S2n+1 U , par
(O((2α(2n+1)+k(β−α)+2γ)
P(S2n+1 U)
)v ≃ C
≃
−→ ((dk.C)⊗OP(S2n+1 U))v ≃ dk.C.
a 7−→ adk
Donc on a un C∗-isomorphisme(
k 6=2n+1⊕
1≤k≤4n+1
C.dk
)
⊗OP(S2n+1 U) ≃
k 6=2n+1⊕
1≤k≤4n+1
O((2α(2n+1)+k(β−α)+2γ)
P(S2n+1 U)
.
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Donc on obtient
Iminvg
((
k 6=2n+1⊕
1≤k≤4n+1
C.dk
)
⊗OP(S2n+1 U)
)
=
k 6=2n+1⊕
1≤k≤4n+1
OP2n+1(2α(2n+1)+k(β−α)+2γ) := Υ1(2γ),
ou` Υ1 :=
⊕k 6=2n+1
1≤k≤4n+1OP2n+1(2α(2n+1)+k(β−α)). Nous appliquons la transforme´e de Horrocks
Iminvg sur la suite exacte suivante
0 −→ N(f)(−1) −→ D1 ⊗OP(S2n+1 U) −→ F (W )(1) −→ 0,
on obtient la suite exacte suivante
0 −→ N (−γ) −→ Υ1 −→ F(γ) −→ 0.
ou` N := Nα,γ(−γ), F(γ) := Fα,γ(−2γ).

On conside`re
Υ1 =
4n⊕
i=1
OP2n+1(ζi),
ou`
ζ1 = α(4n+ 1) + β, ζ2 = 4nα + 2β, . . . , ζ2n = α(2n+ 2) + 2nβ, ζ2n+1 = 2nα + (2n+ 2)β,
. . . , ζ4n = α + (4n+ 1)β.
On a
4n∑
i=1
ζi = c1(N (−γ)) + c1(F(γ)) = c1(N ) + c1(F)
= n(2n+ 1)(β + α) + 3n(2n+ 1)(β + α) = 4n(2n+ 1)(α + β),
et
ζi + ζ4n+1−i = 2(2n+ 1)(α + β).
3.1.5. Proposition. Nous gardons les meˆmes notations de la proposition 3.1.4. Pour la suite
exacte suivante
0 −→ N (−γ)
π
−→ Υ1
ι
−→ F(γ) −→ 0,
il existe deux morphismes φ et ψ tels que le diagramme suivant est commutatif et exacte en Υ1
Υ∗1(−ℏ1)
φ //
%%❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
Υ1
ψ //
ι
!!❈
❈❈
❈❈
❈❈
❈❈
∧2n−1Υ∗1(ℏ2)
N (−γ)
π
;;①①①①①①①①①
##●
●●
●●
●●
●●
●
F(γ)
&&◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
88qqqqqqqqqqq
0
88rrrrrrrrrrrr
0
<<②②②②②②②②②
0,
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ou` ℏ1 = 2γ − (2n+ 1)(α+ β) et ℏ2 = 2nγ + 3n(2n+ 1)(α+ β). De plus, si
γ > max{| α + β(4n+ 1) | +(2n+ 1)(α+ β), α(4n+ 1) + β},
alors les deux morphismes φ et ψ sont des matrices de rang 2n et ℏ1 > 0.
De´monstration. On conside`re
B1 = {e1 = d1, e2 = d2, . . . , e2n = d2n, e2n+1 = d2n+2, e2n+2 = d2n+3, . . . , e4n = d4n+1}
la base canonique de l’espace vectoriel D1, et B1 ∗ = {e∗i }1≤i≤4n la base canonique de l’espace
vectoriel dual D∗1. On conside`re aussi que
2n−1∧
(B)∗ = {e∗l1 ∧ e
∗
l2
∧ . . . ∧ e∗l2n−1 |1 ≤ l1 < l2 < . . . < l2n−1 ≤ 4n},
est la base canonique de l’espace vectoriel
∧2n−1D∗1. D’apre`s la proposition 3.1.4 et que le fibre´
N est symplectique comme dans la proposition 2.1.4; le morphisme injectif π : N (−γ) −→ Υ1
donne
Υ∗1
T π
−→ N ∗(γ) ≃ N (γ − (2n+ 1)(α + β)) −→ 0.
Alors on obtient le diagramme commutatif suivant
Υ∗1(−ℏ1)
φ //
T π(−ℏ1) %%▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
Υ1
N (−γ)
π
;;✇✇✇✇✇✇✇✇✇
##●
●●
●●
●●
●●
0
88rrrrrrrrrrrr
0,
ou` ℏ1 = 2γ−(2n+1)(α+β). D’apre`s la proposition 3.1.4, le morphisme surjectif ι : Υ1 −→ F(γ)
donne le morphisme injectif suivant
2n−1∧
T ι :
2n−1∧
(F(γ))∗ −→
2n−1∧
Υ∗1.
Comme c1(F(γ)) = 2nγ + 3n(2n + 1)(α + β) = ℏ2 et
∧2n−1((F(γ))∗) ⊗ ∧2n(F(γ)) = F(γ),
alors on obtient le morphisme injectif
(
2n−1∧
T ι)(ℏ2) : F(γ) −→
(
2n−1∧
Υ∗1
)
(ℏ2).
Donc on a le diagramme commutatif suivant
Υ1
ψ //
ι
!!❈
❈❈
❈❈
❈❈
❈❈
(∧2n−1Υ∗1) (ℏ2)
F(γ)
''❖❖
❖❖❖
❖❖❖
❖❖❖
❖❖❖
(
∧2n−1 T ι)(ℏ2)
88♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣
0
<<②②②②②②②②②
0.
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Comme on a
0 −→ N (−γ)
π
−→ Υ1
ι
−→ F(γ) −→ 0,
alors on obtient ψ.φ = 0 et que le diagramme suivant est commutatif
Υ∗1(−ℏ1)
φ //
T π(−ℏ1) %%❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
Υ1
ψ //
ι
!!❈
❈❈
❈❈
❈❈
❈❈
∧2n−1Υ∗1(ℏ2)
N (−γ)
π
;;①①①①①①①①①
##❍
❍❍
❍❍
❍❍
❍❍
❍
F(γ)
''◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
◆◆
(
∧2n−1 T ι)(ℏ2)
88qqqqqqqqqqq
0
88qqqqqqqqqqqq
0
<<②②②②②②②②②
0.
Si
γ > max{| α + β(4n+ 1) | +(2n+ 1)(α+ β), α(4n+ 1) + β},
alors on peut de´finir le morphisme
Υ∗1
T π
−→ N (γ − (2n+ 1)(α + β)) −→ 0,
par une ligne [S1, S2, . . . , S4n]⊗ IO
P2n+1
ou` Si ∈ H0(OP2n+1(γ + ζi − (2n + 1)(α + β))) sont des
sections du fibre´ N (γ + ζi − (2n + 1)(α + β)) pour i = 1, . . . , 4n. Dans ce cas, on peut de´finir
φ par
φ =

0 S1,2 · · · S1,4n
−S1,2 0
...
. . .
...
0 S4n−1,4n
−S1,4n · · · −S4n−1,4n 0
 = 2
∑
1≤i<j≤4n
Si,j.ei ∧ ej
qui est une (4n × 4n)-matrice antisyme´trique de rang 2n de´finie relativement aux bases B1 et
B1 ∗, et Si,j := Si ∧ Sj ∈ H0(OP2n+1(ζi + ζj + ℏ1 − (2n + 1)(α + β))) pour 1 ≤ i < j ≤ 4n. On
peut de´finir aussi le morphisme
ι : Υ1 −→ F(γ) −→ 0,
par une ligne [q1, q2, . . . , q4n] ⊗ IO
P2n+1
ou` qi ∈ H0(OP2n+1(γ − ζi)) sont des sections du fibre´
F(γ − ζi) pour i = 1, . . . , 4n. Dans ce cas, on peut de´finir ψ par
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ψ =

U1,1 · · · U1,4n
U2,1 · · · U2,4n
... · · ·
...
... · · ·
...
U
 4n
2n− 1

,1
· · · U
 4n
2n− 1

,4n

qui est une (
(
4n
2n− 1
)
× 4n)-matrice de rang 2n de´finie relativement aux bases B1 et∧2n−1
B1 ∗, et Ul,j ∈ H0(OP2n+1(2nγ−ζl1−ζl2− . . .−ζl2n−1−ζj)) pour tout 1 ≤ l ≤
(
4n
2n− 1
)
,
1 ≤ l1 < . . . < l2n−1 ≤ 4n et 1 ≤ j ≤ 4n. On a
ψ =
1≤j≤4n∑
1≤l1 6=...6=l2n−1≤4n
ql1,...,l2n−1,j.e
∗
l1
∧ . . . ∧ e∗l2n−1 ∧ e
∗
j ,
ou` Ul,j := ql1,...,l2n−1,j := ql1 ∧ . . . ∧ ql2n−1 ∧ qj ∈ H
0(OP2n+1(2nγ − ζl1 − ζl2 − . . .− ζl2n−1 − ζj)).
Nous allons de´crire les entre´es de la matrice ψ par rapport aux entre´es de la matrice φ et la
construction de la matrice ψ telle que ψ.φ = 0. Comme la matrice φ est antisyme´trique, alors
on a
rg(φ) = 2n donne Pf(φ(l1,...,l2n−2)) = 0, pour tout 1 ≤ l1 < . . . < l2n−2 ≤ 4n,
ou` Pf(φ(l1,...,l2n−2)) est le pfaffien de la ((2n + 2) × (2n + 2))-sous-matrice antisyme´trique
φ(l1,...,l2n−2) de φ qui est obtenue de φ par une e´limination des colonnes et des lignes de nume´ro
l1, . . . et l2n−2 (simplement le (2n+ 2)-pfaffien de φ).
Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , 4n}{l1, . . . , l2n−2}, on a
Pf(φ(l1,...,l2n−2)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{i,l1,...,l2n−2}
(−1)kSi,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,i,jk)) = 0,
ou` Pf(φ(l1,...,l2n−2,i,jk)) est le pfaffien de la (2n× 2n)-sous-matrice antisyme´trique φ(l1,...,l2n−2,i,jk)
de φ(l1,...,l2n−2) (resp. de φ) qui est obtenue de φ(l1,...,l2n−2) (resp. de φ) par une e´limination des
colonnes et des lignes de nume´ro i, jk (resp. l1, . . . , l2n−2, i et jk).
FIBRE´ VECTORIEL DE RANG 2n+ 1 SUR L’ESPACE P2n+2 27
Par la de´finition de ψ, pour une ligne de la matrice ψ, il y a 2n− 1 entre´es qui sont nulles, et
on peut e´crire cette matrice sous la forme suivante
ψ =

η2n+2
η2n+1
...
η4
 ,
ou` chaque ηr, pour 4 ≤ r ≤ 2n+ 2, est une (hr × 4n)-sous-matrice de ψ telle que
2n+2∑
r=4
hr =
(
4n
2n− 1
)
,
et chaque ηr contient des (r× 4n)-sous-matrices qui sont compose´es d’une (r× r)-sous-matrice
antisyme´trique et de 2n−2 colonnes nulles et de 2n+2− r colonnes. Soit A(r, q) une (r×4n)-
sous-matrice de la (hr × 4n)-matrice ηr pour 4 ≤ r ≤ 2n+ 2 et pour q ≥ 1
A(r, q) =
(
0 0 θ(r, q,m1) 0 θ(r, q,m2) · · · 0 X (r, q) 0 θ(r, q,m2n−4−r) · · · 0
)
,
ou` X (r, q) est une (r × r)-sous-matrice antisyme´trique dont les colonnes sont de nume´ro 1 ≤
w1 < w2 < . . . < wr ≤ 4n, et θ(r, q,m1), · · · , θ(r, q,m2n+2−r) sont des colonnes de nume´ro
1 ≤ m1 < m2 < . . . < m2n+2−r ≤ 4n, et le reste des colonnes sont des 2n − 2 colonnes nulles
de nume´ro 1 ≤ l1 < l2 < . . . < l2n−2 ≤ 4n avec w1, w2, . . . , wr et m1, m2, . . . , m2n+2−r et
l1, l2, . . . , l2n−2 sont des nume´ros diffe´rents. On conside`re φ(l1,...,l2n−2) la ((2n + 2) × (2n + 2))-
sous-matrice antisyme´trique de φ qui est obtenue de φ par une e´limination des colonnes et des
lignes de nume´ro l1, . . . et l2n−2, et Pf(φ(l1,...,l2n−2)) est son pfaffien. Pour w1, on a
Pf(φ(l1,...,l2n−2)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{w1,l1,...,l2n−2}
(−1)kSw1,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,w1,jk)) = 0,
et on conside`re (−1)kPf(φ(l1,...,l2n−2,w1,jk)) comme les entre´es de la premie`re ligne de A(r, q) a`
l’exception de 2n− 1 entre´es qui sont de´ja` nulles, pour tout 1 ≤ k ≤ 2n+ 1. Pour w2, on a
Pf(φ(l1,...,l2n−2)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{w2,l1,...,l2n−2}
(−1)kSw2,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,w2,jk)) = 0,
et on conside`re Pf(φ(l1,...,l2n−2,w2,j1)) et (−1)
kPf(φ(l1,...,l2n−2,w2,jk)) comme les entre´es de la
deuxie`me ligne de A(r, q) a` l’exception de 2n − 1 entre´es qui sont de´ja` nulles, pour tout
2 ≤ k ≤ 2n + 1. Pour w3, on a
Pf(φ(l1,...,l2n−2)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{w3,l1,...,l2n−2}
(−1)kSw3,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,w3,jk)) = 0,
et on conside`re Pf(φ(l1,...,l2n−2,w3,j1)) et −Pf(φ(l1,...,l2n−2,w3,j2)) et (−1)
kPf(φ(l1,...,l2n−2,w3,jk))
comme les entre´es de la deuxie`me ligne de A(r, q) a` l’exception de 2n − 1 entre´es qui sont
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de´ja` nulles, pour tout 3 ≤ k ≤ 2n+ 1. Pour w4, on a
Pf(φ(l1,...,l2n−2)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{w4,l1,...,l2n−2}
(−1)kSw4,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,w4,jk)) = 0,
et on conside`re Pf(φ(l1,...,l2n−2,w4,j1)) et −Pf(φ(l1,...,l2n−2,w4,j2)) et Pf(φ(l1,...,l2n−2,w4,j2)) et
(−1)kPf(φ(l1,...,l2n−2,w3,jk)) comme les entre´es de la deuxie`me ligne de A(r, q) a` l’exception de
2n− 1 entre´es qui sont de´ja` nulles, pour tout 4 ≤ k ≤ 2n + 1. On continue comme c¸a jusqu’a`
wr, on a
Pf(φ(l1,...,l2n−2)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{wr ,l1,...,l2n−2}
(−1)kSwr,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,wr,jk)) = 0,
et on conside`re (−1)k+1Pf(φ(l1,...,l2n−2,wr,jk)) comme les entre´es de la r
e`me-ligne de A(r, q) a`
l’exception de 2n− 1 entre´es qui sont de´ja` nulles, pour tout 1 ≤ k ≤ 2n + 1. Donc on obtient
que
A(r, q).ςυ(φ) = 0,
ou` ςυ(φ) est une colonne du nume´ro υ de φ, pour tout υ ∈ {w1, w2, . . . , wr;m1, m2, . . . , m2n+2−r}.
Pour la colonne l1 de φ, on a
Pf(φ(l2,...,l2n−2,w1)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{w1,l1,l2,...,l2n−2}
(−1)kSl1,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,w1,jk)) = 0,
et
Pf(φ(l2,...,l2n−2,w2)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{w2,l1,l2,...,l2n−2}
(−1)kSl1,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,w2,jk)) = 0.
On continue comme c¸a jusqu’a` wr
Pf(φ(l2,...,l2n−2,wr)) =
1≤k≤2n+1∑
jk∈{1,2,...,4n}{wr ,l1,l2,...,l2n−2}
(−1)kSl1,jk .P f(φ(l1,...,l2n−2,wr,jk)) = 0.
On a la meˆme chose pour toutes les colonnes li de φ pour 2 ≤ i ≤ 2n− 2. Donc on obtient que
A(r, q).φ = 0,
et une matrice ψ dont ses entre´es sont les 2n-pfaffiens de φ et telle que ψ.φ = 0.

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3.1.6. Remarque. En gardant les meˆmes notations de la proposition 3.1.5, on a
- Dans la sous-matrice A(r, q), chaque ligne de nume´ro wi, 1 ≤ i ≤ r, contient toutes les entre´es
de φ sauf les entre´es des lignes de nume´ro wi, l1, . . . et l2n−2. Deux lignes quelconques de A(r, q)
contiennent toutes les entre´es de la matrice φ(l1,...,l2n−2).
- Dans la sous-matrice antisyme´trique X (r, q), chaque colonne de nume´ro wi, 1 ≤ i ≤ r, contient
toutes les entre´es de φ sauf les entre´es des colonnes de nume´ro wi, l1, . . . et l2n−2. Deux colonnes
quelconques de X (r, q) contiennent toutes les entre´es de la matrice φ(l1,...,l2n−2). Chaque colonne
de ψ est compose´ des colonnes de toutes les matrices A(r, q): soit une colonne nulle ou bien une
colonne de la sous-matrice antisyme´trique X (r, q) ou bien une colonne comme θ(r, q). Donc
chaque colonne de la matrice ψ contient toutes les entre´es de la matrice φ.
- D’apre`s la de´finition de ψ et la base de l’espace vectoriel
∧2n−1D∗1
2n−1∧
(B)∗ = {e∗l1 ∧ e
∗
l2
∧ . . . ∧ e∗l2n−1 |1 ≤ l1 < l2 < . . . < l2n−1 ≤ 4n},
on obtient qu’il existe une ligne de ψ telle que:
Soient 1 ≤ l1 < l2 < . . . < l2n−1 ≤ 4n les nume´ros des entre´es nulles dans cette ligne. Tous les
2n−2 nume´ros des entre´es nulles de cette ligne ve´rifient 4n+1− li = ll avec 1 ≤ i 6= l ≤ 2n−1.
Pour 1 ≤ a ≤ 4n un nume´ro d’une entre´e nulle, on a
(
2n
n− 1
)
− 1 lignes comme la ligne
pre´ce´dente.
- Comme rg(φ) = 2n, alors les a-mineurs de la matrice φ n’ont pas un ze´ro commun sur P2n+1
ou` 1 ≤ a ≤ 2n, en particulier les entre´es Si,j n’ont pas un ze´ro commun sur P2n+1.
- On donne ici un exemple de la sous-matrice ηr
η2n+2 =

A(2n + 2, 1)
A(2n + 2, 2)
...
A(2n+ 2, n)
 ,
ou` A(2n+ 2, q) est une ((2n+ 2)× 4n)-sous-matrice de la (n(2n+ 2)× 4n)-matrice η2n+2. On
a, pour 1 ≤ q ≤ n,
A(2n+ 2, q) =
2(n− q) colonnes︷ ︸︸ ︷
[0|0|0|0|0| · · · |0 | X (2n+ 2, q)|
2(q − 1) colonnes︷ ︸︸ ︷
0|0|0|0]
ou` X (2n+2, q) est une ((2n+2)× (2n+2))-sous-matrice antisyme´trique dont ses entre´es sont
de´finies comme dans 3.1.5.
3.1.7. Remarque. Soient z ∈ H0(P2n+2,OP2n+2(1))\{0} et P
2n+1 ⊂ P2n+2 l’hyperplan de P2n+2
de´fini par l’e´quation z = 0. Soient ǫ ≥ 1 un entier et Y(ǫ) ⊂ P
2n+2 le voisinage infinite´simal de
l’ordre ǫ de P2n+1 dans P2n+2, de´fini par l’e´quation zǫ = 0. On a les morphismes d’inclusion
suivants
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P2n+1 := Y(1)
 
b(2) // Y(2)
 
b(3) // . . . 
 b(ǫ) // Y(ǫ)
  d // P2n+2.
Soit e0 ∈ P2n+2 \ Y(ǫ), on de´finit la projection d’un point (voir [5] page 22) sur un sous-espace
projectif P2n+1 par
π : P2n+2 \ {e0} −→ P
2n+1
e 7−→ π(e)
ou` π(e) est l’intersection de P2n+1 avec la droite unique passant par les points e0 et e. On
conside`re la restriction de la projection π sur le voisinage infinite´simal Y(ǫ) et on obtient la
projection d’un point sur un sous-espace projectif P2n+1
J(ǫ) : Y(ǫ) −→ P
2n+1.
On conside`re N(ǫ) = J
∗
(ǫ)N et F(ǫ) = J
∗
(ǫ)F ou` N est le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ provenant
d’une image inverse ge´ne´ralise´e sur P2n+1, et F est le fibre´ de Tango ponde´re´ provenant d’une
image inverse ge´ne´ralise´e sur P2n+1 comme dans la proposition 3.1.4. En prenant l’image inverse
de la suite exacte suivant
0 −→ N (−γ)
π
−→ Υ1
ι
−→ F(γ) −→ 0,
on obtient donc la suite exacte suivante
(7) 0 −→ N(ǫ)(−γ)
π
−→ Υ(ǫ)
ι
−→ F(ǫ)(γ) −→ 0.
ou`
Υ(ǫ) := J
∗
(ǫ)Υ1 =
4n⊕
i=1
OY(ǫ)(ζi).
On a aussi les deux suites exactes suivantes sur Y(ǫ)
0 −→ F(ǫ−1)(−1) −→ F(ǫ) −→ F(1) −→ 0,
et
0 −→ N(ǫ−1)(−1) −→ N(ǫ) −→ N(1) −→ 0.
3.1.8. The´ore`me. Nous gardons les meˆmes notations de la proposition 3.1.5. Soit n un entier
positif tel que n > 1. Soient N(ǫ) et F(ǫ) comme dans la remarque 3.1.7 et G un fibre´ vectoriel
sur P2n+2 de´fini par le diagramme commutatif suivant
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0

0

Υ(−ǫ)

Υ(−ǫ)

0 // G //

Υ //

F(ǫ)(γ) // 0
0 // N(ǫ)(−γ)
π //

Υ(ǫ)
ι //

F(ǫ)(γ) // 0
0 0
ou`
Υ :=
4n⊕
j=1
OP2n+2(ζj).
Soit Γ :=
⊕2n−1
i=1 OP2n+2(ζbi) avec 1 ≤ b1 < b2 < . . . < b2n−1 ≤ 4n. On a
1 - Si ǫ = ǫ1 := 2γ + (2n + 1)(α + β), alors il existe un fibre´ vectoriel E de rang 2n + 1 sur
P2n+2 qui est de´fini par la suite exacte suivante
0 −→ Γ(−ǫ1) −→ G −→ E −→ 0.
2 - Si ǫ = ǫ2 := 2nγ + n(2n+ 1)(α+ β), alors il existe un fibre´ vectoriel K de rang 2n+ 1 sur
P2n+2 qui est de´fini par la suite exacte suivante
0 −→ K −→ G −→ Γ −→ 0.
Parmi ces fibre´s Il y a des fibre´s qui sont diffe´rents du fibre´ de Tango ponde´re´ provenant d’une
image inverse ge´ne´ralise´e sur P2n+2 [1].
De´monstration. De la proposition 3.1.5, on a le diagramme commutatif sur P2n+1 suivant
Υ∗1(−ℏ1)
φ //
%%▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
Υ1
ψ //
!!❉
❉❉
❉❉
❉❉
❉ L1(ℏ2)
N (−γ)
;;✇✇✇✇✇✇✇✇✇
##●
●●
●●
●●
●●
●
F(γ)
$$■
■■
■■
■■
■■
■
::✈✈✈✈✈✈✈✈✈
0
88rrrrrrrrrrrr
0
<<②②②②②②②②②
0,
ou` L1 :=
(∧2n−1Υ∗1). En prenant l’image inverse du diagramme pre´ce´dent par la projection
d’un point sur un sous-espace projectif P2n+1, la remarque 3.1.7 ,
J(ǫ) : Y(ǫ) −→ P
2n+1,
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on obtient le diagramme suivant sur Y(ǫ)
Υ∗(ǫ)(−ℏ1)
φ //
&&▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
Υ(ǫ)
ψ //
##●
●●
●●
●●
●●
L(ǫ)(ℏ2)
N(ǫ)(−γ)
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉
%%❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏
F(ǫ)(γ)
%%▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲
::tttttttttt
0
77♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣
0
::✈✈✈✈✈✈✈✈✈✈
0
ou` Υ(ǫ) :=
⊕4n
i=1OY(ǫ)(ζi). En choisissant les meˆmes notations de 2.2 avec Φ = φ et Ψ = ψ
sur P2n+2, tous les fibre´s Υ∗(ǫ)(−ℏ1), Υ(ǫ) et L(ǫ)(ℏ2) peuvent se relever en fibre´s Υ
∗(−ℏ1), Υ et
L(ℏ2) respectivement sur P2n+2. On obtient donc le complexe suivant sur P2n+2
Υ∗(−ℏ1)
Φ
−→ Υ
Ψ
−→ L(ℏ2),
ou` Ψ.Φ = ψ.φ = 0. Alors on peut de´finir le morphisme suivant sur P2n+2
∆ : Υ(−ǫ)⊕Υ∗(−ℏ1) −→ Υ⊕ L(ℏ2 − ǫ)
∆ =
(
zǫI Φ
Ψ 0
)
,
qui est la ((4n+
(
4n
2n− 1
)
)× 8n)-matrice suivante

zǫ 0 S1,2 · · · · · · S1,4n
zǫ 0 −S1,2 0
...
. . .
...
. . .
...
0 z
ǫ
... 0 S4n−1,4n
zǫ −S1,4n · · · · · · −S4n−1,4n 0
U1,1 · · · U1,4n
U2,1 · · · U2,4n
... · · ·
... 0
U
 4n
2n− 1

,1
· · · U
 4n
2n− 1

,4n

.
Soient
Γ :=
2n−1⊕
i=1
OP2n+2(ζbi) avec 1 ≤ b1 < b2 < . . . < b2n−1 ≤ 4n.
1- On conside`re µbi la somme de la b
e`me
i -colonne de la matrice ∆ avec la (8n+1− bi)
e`me-colonne
de la matrice ∆. Plus pre´cise´ment, soit
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(h1, . . . , h4n, h4n+1, . . . , h8n) ∈
(
4n⊕
j=1
H0(OP2n+2(ζj − ǫ))
)⊕( 4n⊕
j=1
H0(OP2n+2(−ζj − ℏ1))
)
.
- On conside`re µbi la somme la b
e`me
i -colonne et la (8n+1− bi)
e`me-colonne de la matrice ∆ avec
la condition d’homoge´ne´ite´ suivante, sur la be`mei -coordonne´e et la (8n + 1 − bi)
e`me-coordonne´e
de (h1, . . . , h4n, h4n+1, . . . , h8n),
deg(hbi) = deg(h8n+1−bi)
−ǫ+ ζbi = −ζ4n+1−bi − ℏ1,
ou` 1 ≤ i ≤ 2n − 1. Donc, pour tout 1 ≤ i ≤ 2n − 1, de telles sommes existent graˆce a` la
condition ǫ = ǫ1 := 2γ + (2n+ 1)(α+ β) et au fait que ζj = −ζ4n+1−j + 2(2n+ 1)(α+ β) pour
tout 1 ≤ j ≤ 4n. Donc on obtient la matrice
µ =
(
µb1 , µb2 , · · · , µb2n−1
)
,
µ : Γ(−ǫ1) −→ Υ⊕ L(ℏ2 − ǫ1).
qui est une ((4n+
(
4n
2n− 1
)
)× (2n− 1))-matrice.
D’apre`s la proposition 3.1.5 et la remarque 3.1.6, on a: p un mineur maximal de µ est une
forme homoge`ne qui est une somme des termes de la forme∏
i,j
S
ai,j
i,j .z
ǫ1b : ai,j, b ∈ N tels que ǫ1b+
∑
i,j
ai,jdeg(Si,j) = deg(p).
Donc le mineur maximal p est une somme des termes de la forme
Xr00 .X
r1
1 . . . . .X
r2n+1
2n+1 .z
ǫ1b : r0, . . . , r2n+1, b ∈ N tels que r0 + . . .+ r2n+1 + ǫ1b = deg(p).
Soient Ξ l’ide´al des mineurs maximaux de µ qui est engendre´ par tous les mineurs maximaux
de µ, etM = (X0, X1, . . . , X2n+1, z) un ide´al maximal sur P2n+2, et m := max{deg(p) : p ∈ Ξ}.
Alors Mm ⊂ Ξ ou` Mm est un exposant de M. Donc Ξ est M-primaire sur P2n+2, d’apre`s la
de´finition de l’ide´al primaire. On a aussi Ξ 6= 0 sur P2n+2. Donc l’ide´al annulateur de Ξ est
Ann(Ξ) = 0 sur P2n+2. Ce qui entraˆıne que le morphisme µ est un morphisme injectif non nul
sur P2n+2. D’apre`s la proposition 2.2.2 et la remarque 2.2.3, on a le diagramme commutatif
suivant
Γ(−ǫ1)
i
Iℵ
vv♠♠♠
♠♠♠
♠♠♠
♠♠♠
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
µ
''❖❖
❖❖❖
❖❖❖
❖❖❖
Υ(−ǫ1)⊕Υ∗(−ℏ1)
∆
//
((◗◗
◗◗◗
◗◗◗
◗◗◗
◗◗◗
◗
Υ⊕L(ℏ2 − ǫ1)
G
77♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥
((PP
PPP
PPP
PPP
PPP
PPP
0
66❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧ 0
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ou` ℵ : Γ(−ǫ1) →֒ Υ(−ǫ1)⊕Υ
∗(−ℏ1) est un morphisme d’inclusion, alors le morphisme suivant
est repre´sente´ par le morphisme µ
Γ(−ǫ1) −→ G.
Alors on obtient la suite exacte suivante
0 −→ Γ(−ǫ1)
µ
−→ G −→ E −→ 0,
ou` E est un fibre´ vectoriel de rang 2n+1 sur P2n+2. On utilise la proposition 2.2.8 pour calculer
les classes de Chern du faisceau F(ǫ1)(γ). En utilisant la suite exacte pre´ce´dente et la suite
exacte suivante
0 −→ G −→ Υ −→ F(ǫ1)(γ) −→ 0
on obtient que la premie`re classe de Chern du fibre´ G est c1(G) = −4nγ, et la premie`re classe
de Chern du fibre´ E est
c1(E) = (4n
2 − 1)(α + β)− 2γ −
2n−1∑
i=1
ζbi .
2- Maintenant, pour le fibre´ K. D’apre`s la remarque 3.1.6, il existe une ligne de la matrice Ψ
telle que:
Soient 1 ≤ l1 < l2 < . . . < l2n−1 ≤ 4n les nume´ros des entre´es nulles dans cette ligne. Tous les
2n−2 nume´ros des entre´es nulles de cette ligne ve´rifient 4n+1−lr = ll avec 1 ≤ r 6= a ≤ 2n−1.
Pour une ligne de la matrice ∆ de nume´ro exactement plus grand que 4n, on va appeler la
partie de cette ligne dans la sous-matrice Ψ une sous-ligne de cette ligne dans la sous-matrice
Ψ (simplement sa sous-ligne dans Ψ).
- On choisit une ligne de la matrice ∆ telle que sa sous-ligne dans Ψ posse`de un ze´ro de nume´ro
4n + 1 − b1. Soient 1 ≤ l1(1) < l2(1) < . . . < l2n−2(1) ≤ 4n les nume´ros des entre´es nulles de
cette sous-ligne dans Ψ, tels qu’ils ve´rifient 4n + 1 − lr(1) = la(1) avec 1 ≤ r 6= a ≤ 2n − 2.
Donc cette ligne contient la forme zǫ et toutes les entre´es de Φ sauf les entre´es des colonnes de
nume´ro 4n + 1− b1, l1(1), . . . et l2n−2(1).
On conside`re µb1 la somme de cette ligne avec la b
e`me
1 -ligne de la matrice ∆ avec la condition
d’homoge´ne´ite´ suivante
ζb1 = −ζ4n+1−b1 − 2(n− 1)(2n+ 1)(α+ β)− ǫ+ ℏ2.
Une telle somme existe graˆce a` la condition ǫ = ǫ2 := 2nγ + n(2n + 1)(α + β) et au fait que
ζj = −ζ4n+1−j + 2(2n+ 1)(α+ β) pour tout 1 ≤ j ≤ 4n.
- On choisit maintenant une autre ligne de la matrice ∆ telle que sa sous-ligne dans Ψ posse`de
un ze´ro de nume´ro 4n+ 1− b2. Soient 1 ≤ l1(2) < l2(2) < . . . < l2n−2(2) ≤ 4n les nume´ros des
entre´es nulles de cette sous-ligne dans Ψ, tels qu’ils ve´rifient 4n+1− lr(2) = ll(2) avec 1 ≤ r 6=
a ≤ 2n− 2 et l1(2), l2(2), . . . , l2n−2(2) sont diffe´rents des nume´ros l1(1), l2(1), . . . , l2n−2(1), 4n+
1 − b1. Donc cette ligne contient la forme zǫ et toutes les entre´es de Φ sauf les entre´es des
colonnes de nume´ro 4n+ 1− b2, l1(2), . . . et l2n−2(2).
On conside`re µb2 la somme de cette ligne avec la b
e`me
2 -ligne de la matrice ∆ avec la condition
d’homoge´ne´ite´ suivante
ζb2 = −ζ4n+1−b2 − 2(n− 1)(2n+ 1)(α+ β)− ǫ+ ℏ2.
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Une telle somme existe graˆce a` la condition ǫ = ǫ2 := 2nγ + n(2n + 1)(α + β) et au fait que
ζj = −ζ4n+1−j + 2(2n+ 1)(α+ β) pour tout 1 ≤ j ≤ 4n.
- On choisit maintenant une autre ligne de la matrice ∆ telle que sa sous-ligne dans Ψ posse`de
un ze´ro de nume´ro 4n + 1 − bi pour 3 ≤ i ≤ 2n − 1. Soient 1 ≤ m1(i) < m2(i) < . . . <
m2n−2(i) ≤ 4n les nume´ros des entre´es nulles de cette sous-ligne dans Ψ, tels qu’ils ve´rifient
4n+1−mr(i) = ml(i) avec 1 ≤ r 6= a ≤ 2n−2. Donc cette ligne contient la forme zǫ et toutes
les entre´es de Φ sauf les entre´es des colonnes de nume´ro 4n+ 1− bi, m1(i), . . . et m2n−2(i).
On conside`re µbi la somme de cette ligne avec la b
e`me
i -ligne de la matrice ∆ avec la condition
d’homoge´ne´ite´ suivante
ζbi = −ζ4n+1−bi − 2(n− 1)(2n+ 1)(α + β)− ǫ+ ℏ2.
Une telle somme existe graˆce a` la condition ǫ = ǫ2 := 2nγ + n(2n + 1)(α + β) et au fait que
ζj = −ζ4n+1−j+2(2n+1)(α+β) pour tout 1 ≤ j ≤ 4n. Donc on obtient la (2n−1)×(8n)-matrice
suivante
µ =

µb1
µb2
...
µb2n−1
 ,
µ : Υ(−ǫ2)⊕Υ
∗(−ℏ1) −→ Γ,
qui existe graˆce a` la condition ǫ = ǫ2 := 2nγ + n(2n+ 1)(α + β) et au fait que
ζj = −ζ4n+1−j + 2(2n+ 1)(α + β) pour tout 1 ≤ j ≤ 4n.
On obtient donc que la matrice µ contient la forme zǫ2 et toutes les entre´es de Φ car tous ces
nume´ros l1(2), l2(2), . . . , l2n−2(2), l1(1), l2(1), . . . , l2n−2(1), 4n+1− b1, 4n+1− b2 sont diffe´rents.
D’apre`s la proposition 3.1.5 et la remarque 3.1.6, on a: p un mineur maximal de µ est une
forme homoge`ne qui est une somme des termes de la forme∏
i,j
S
ai,j
i,j .z
ǫ2b : ai,j, b ∈ N tels que ǫ2b+
∑
i,j
ai,jdeg(Si,j) = deg(p).
Donc le mineur maximal p est une somme des termes de la forme
Xr00 .X
r1
1 . . . . .X
r2n+1
2n+1 .z
ǫ2b : r0, . . . , r2n+1, b ∈ N tels que r0 + . . .+ r2n+1 + ǫ2b = deg(p).
Soient Ξ l’ide´al des mineurs maximaux de µ est engendre´ par tous les mineurs maximaux de
µ, et M = (X0, X1, . . . , X2n+1, z) un ide´al maximal sur P2n+2, et m := max{deg(p) : p ∈ Ξ}.
Alors Mm ⊂ Ξ ou` Mm est un exposant de M. Donc Ξ est M-primaire sur P2n+2, d’apre`s la
de´finition de l’ide´al primaire. On a aussi Ξ 6= 0 sur P2n+2. Donc l’ide´al annulateur de Ξ est
Ann(Ξ) = 0 sur P2n+2. Ce qui entraˆıne que le morphisme µ est un morphisme surjectif non nul
sur P2n+2. D’apre`s la proposition 2.2.4, on a le diagramme commutatif suivant
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Γ
Υ(−ǫ2)⊕Υ∗(−ℏ1)
∆
//
%%▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲
µ
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✤
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✤
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✤
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ou` ℵ : Υ ⊕ L(2n(2n + 1)(α + β)) −→ Γ est un morphisme de projection surjectif, alors le
morphisme suivant est repre´sente´ par le morphisme µ
G −→ Γ.
Alors on obtient la suite exacte suivante
0 −→ K −→ G
µ
−→ Γ −→ 0,
ou` K est un fibre´ vectoriel de rang 2n + 1 sur P2n+2. On utilise la proposition 2.2.8 pour
calculer les classes de Chern du faisceau F(ǫ2)(γ). En utilisant la suite exacte pre´ce´dente et la
suite exacte suivante
0 −→ G −→ Υ −→ F(ǫ2)(γ) −→ 0
on obtient que la premie`re classe de Chern du fibre´ G est c1(G) = −4nγ, et la premie`re classe
de Chern du fibre´ K est
c1(K) = −4nγ −
2n−1∑
i=1
ζbi.

3.1.9. Proposition. Nous gardons les meˆmes notations de la proposition 3.1.5 et du the´ore`me
3.1.8. Soient N(ǫ) et F(ǫ) comme dans la remarque 3.1.7 et G un fibre´ vectoriel sur P
4 de´fini
comme dans le the´ore`me 3.1.8. On a :
- Si ǫ = ǫ3 := 2γ + 7α− β, alors il existe un fibre´ vectoriel E1 (resp. K4) de rang 3 sur P4 tel
que
0 −→ OP4(ζ1 − ǫ3) −→ G −→ E1 −→ 0.
(resp.
0 −→ K4 −→ G −→ OP4(ζ4) −→ 0).
- Si ǫ = ǫ4 := 2γ + 5α + β, alors il existe un fibre´ vectoriel E2 (resp. K3) de rang 3 sur P4 tel
que
0 −→ OP4(ζ2 − ǫ4) −→ G −→ E2 −→ 0.
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(resp.
0 −→ K3 −→ G −→ OP4(ζ3) −→ 0).
- Si ǫ = ǫ5 := 2γ + α + 5β, alors il existe un fibre´ vectoriel E3 (resp. K2) de rang 3 sur P4 tel
que
0 −→ OP4(ζ3 − ǫ5) −→ G −→ E3 −→ 0.
(resp.
0 −→ K2 −→ G −→ OP4(ζ2) −→ 0).
- Si ǫ = ǫ6 := 2γ − α + 7β, alors il existe un fibre´ vectoriel E4 (resp. K1) de rang 3 sur P
4 tel
que
0 −→ OP4(ζ4 − ǫ6) −→ G −→ E4 −→ 0,
(resp.
0 −→ K1 −→ G −→ OP4(ζ1) −→ 0).
Parmi ces fibre´s Il y a des fibre´s qui sont diffe´rents du fibre´ de Tango ponde´re´ provenant d’une
image inverse ge´ne´ralise´e sur P4 [1].
De´monstration. Dans la proposition 3.1.5 Pour n = 1, on a
φ =

0 −S1,2 −S1,3 −S1,4
S1,2 0 −S2,3 −S2,4
S1,3 S2,3 0 −S3,4
S1,4 S2,4 S3,4 0
 ,
et
ψ =

0 −S3,4 S2,4 −S3,2
S3,4 0 −S1,4 S1,3
−S2,4 S1,4 0 −S1,2
S3,2 −S1,3 S1,2 0
 .
et le fibre´ F (resp. N ) est de rang 2 si et seulement si pf(φ) = S1,2S3,4−S1,3S2,4+S1,4S2,3 = 0.
On fait les meˆmes choses comme dans le the´ore`me 3.1.8 avec les deux matrices pre´ce´dentes
pour obtenir le morphisme sur P4
∆ : Υ(−ǫ)⊕Υ∗(−ℏ1) −→ Υ⊕Υ
∗(ℏ2 − ǫ)
∆ =
(
zǫI Φ
Ψ 0
)
,
ou` ℏ1 = 2γ − 3(α + β) > 0 et ℏ2 = 2γ + 9(α + β) > 0. On conside`re la condition ǫ = ǫ3 :=
2γ + 7α− β. Soit
(h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8) ∈ H
0(OP4(ζ1 − ǫ))⊕H
0(OP4(ζ2 − ǫ))⊕H
0(OP4(ζ3 − ǫ))
⊕H0(OP4(ζ4 − ǫ))⊕H
0(OP4(−ζ1 − ℏ1))⊕H
0(OP4(−ζ2 − ℏ1))
⊕H0(OP4(−ζ3 − ℏ1))⊕H
0(OP4(−ζ4 − ℏ1)).
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On prend la somme la 1e`re -colonne et la 5e`me-colonne de la matrice ∆ avec la condition
d’homoge´ne´ite´ suivante, sur la 1e`me-coordonne´e et la 5e`me-coordonne´e de
(h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8),
deg(h1) = deg(h5)
−k + ζ1 = −ζ1 − ℏ1.
Une telle somme existe graˆce a` la condition ǫ = ǫ3 := 2γ+7α−β. Donc on obtient une colonne
µ1
µ1 =
T [zǫ3 , S1,2, S1,3, S1,4; 0, S3,4,−S2,4, S3,2]
µ1 : (OP4(ζ1))(−ǫ3) −→ Υ⊕Υ
∗(ℏ2 − ǫ3).
Supposons que toutes les formes de la matrice µ1 soient nulles sur P
4. On obtient donc que la
matrice Φ est nulle, ce qui est une contradiction au fait que rg(Φ) = 2. Donc toutes les formes
de la matrice µ1 n’ont pas un ze´ro commun sur P
4. Ce qui donne que le morphisme µ1 est
injectif non nul. Mais, le morphisme suivant est repre´sente´ par le morphisme µ1
OP4(ζ1 − ǫ3) −→ G.
Alors on obtient la suite exacte suivante
0 −→ OP4(ζ1 − ǫ3)
µ1
−→ G −→ E1 −→ 0,
ou` E1 un fibre´ vectoriel de rang 3 sur P4. On utilise la proposition 2.2.8 pour calculer les classes
de Chern du faisceau F(ǫ3)(γ). En utilisant la suite exacte pre´ce´dente et la suite exacte suivante
0 −→ G −→ Υ −→ F(ǫ3)(γ) −→ 0
on obtient les classes de Chern du fibre´ E1
c1(E1) = −2γ + 12β.
- Pour le fibre´ K4. Soit
(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8) ∈ H
0(OP4(ζ1))⊕H
0(OP4(ζ2))⊕H
0(OP4(ζ3))
⊕H0(OP4(ζ4))⊕H
0(OP4(ℏ2 − ζ1 − ǫ))⊕H
0(OP4(ℏ2 − ζ2 − ǫ))
⊕H0(OP4(ℏ2 − ζ3 − ǫ))⊕H
0(OP4(ℏ2 − ζ4 − ǫ)).
On prend la somme la 4e`me-ligne et la 8e`me-ligne de la matrice ∆ avec la condition d’homoge´ne´ite´
suivante, sur la 4e`me-coordonne´e et la 8e`me-coordonne´e de (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8),
deg(a4) = deg(a8)
ζ4 = ℏ2 − ζ4 − ǫ.
Une telle somme existe graˆce a` la condition ǫ = ǫ3 := 2γ+7α− β. Donc on obtient une ligne δ
δ = [S3,2,−S1,3, S1,2, z
ǫ3 , S1,4, S2,4, S3,4, 0]
δ : Υ(−ǫ3)⊕Υ
∗(−ℏ1) −→ OP4(ζ4).
Supposons que toutes les formes de la matrice δ soient nulles sur P4. On obtient donc que la
matrice Φ est nulle, ce qui est une contradiction au fait que rg(Φ) = 2. Donc toutes les formes
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de la matrice δ n’ont pas un ze´ro commun sur P4. Ce qui donne que le morphisme δ est surjectif
non nul. Mais, le morphisme suivant est repre´sente´ par le morphisme δ
G −→ OP4(ζ4).
Alors on obtient la suite exacte suivante
0 −→ K4 −→ G
δ
−→ OP4(ζ4) −→ 0,
ou` K4 est un fibre´ vectoriel de rang 3 sur P4. On utilise la proposition 2.2.8 pour calculer les
classes de Chern du faisceau F(ǫ3)(γ). En utilisant la suite exacte pre´ce´dente et la suite exacte
suivante
0 −→ G −→ Υ −→ F(ǫ3)(γ) −→ 0
on obtient les classes de Chern du fibre´ K4
c1(K4) = 3(3β − α)− 4γ.
On fait la meˆme chose pour le fibre´ E2 (resp. E3, E4) en conside´rant la condition ǫ = ǫ4 :=
2γ + 5α + β (resp. ǫ = ǫ5 := 2γ + α + 5β, ǫ = ǫ6 := 2γ − α + 7β ). On obtient une colonne
qui est la somme de la 2e`me (resp. 3e`me, 4e`me)-colonne et la 6e`me (resp. 7e`me, 8e`me)-colonne de
la matrice ∆ sur P4 telle que les formes de cette colonne n’ont pas un ze´ro commun sur P4.
On fait la meˆme chose aussi pour le fibre´ K3 (resp. K2, K1) en conside´rant la condition
ǫ = ǫ4 := 2γ + 5α + β (resp. ǫ = ǫ5 := 2γ + α + 5β, ǫ = ǫ6 := 2γ − α + 7β ). On obtient une
ligne qui est la somme de la 3e`me (resp. 2e`me, 1e`re)-ligne et la 7e`me (resp. 6e`me, 5e`me)-ligne de la
matrice ∆ sur P4 telle que les formes de cette ligne n’ont pas un ze´ro commun sur P4. Dans
ces cas-la`, on obtient ce que l’on recherche.

4. Exemple de fibre´ vectoriel de rang 3 sur P4
Nous construisons un fibre´ vectoriel de rang 3 sur l’espace projectif P4 := P4K tout en utilisant
l’identite´ suivante de Binet-Cauchy et la me´thode de Kumar-Peterson-Rao [14], ou` K est un
corps quelconque.
Soient ci, xi, yi et zi des e´le´ments dans un anneau commutatif et m0 > 1 un entier. On a
l’identite´ suivante∑
1≤i<j≤m0
(xizj − xjzi).(ciyj − cjyi) =
=
∑
1≤i<j≤m0
(xizjciyj + xjzicjyi)−
∑
1≤i<j≤m0
(xizjcjyi + xjziciyj)
=
∑
1≤i<j≤m0
(xizjciyj + xjzicjyi)−
∑
1≤i<j≤m0
(xizjcjyi + xjziciyj)
+
∑
1≤i≤m0
xiziciyi −
∑
1≤i≤m0
xiziciyi
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= (
m0∑
i=1
xici).(
m0∑
j=1
yjzj)− (
m0∑
i=1
xiyi).(
m0∑
j=1
zjcj).
Cette identite´ s’appelle l’identite´ de Binet-Cauchy. En particulier pour m0 = 2, on a l’identite´
suivante
(8) (x1c1 + x2c2).(y1z1 + y2z2) = (x1y1 + x2y2).(c1z1 + c2z2) + (x1z2 − x2z1).(c1y2 − c2y1)
4.1. Fibre´ vectoriel de rang 2 sur P3. Dans cette partie, nous allons construire et e´tudier
une famille de fibre´s vectoriels de rang 2 sur P3 := P3K ou` K est un corps quelconque, tout en
utilisant les matrices antisyme´triques des formes sur P3.
4.1.1. Morphisme associe´ a` une matrice antisyme´trique sur P3. Soient (Si;j)1≤i 6=j≤4 des
polynoˆmes homoge`nes de 4 variables (des formes sur P3). On conside`re une matrice 4 × 4
antisyme´trique
M =

0 S1,2 S1,3 S1,4
S2,1 0 S2,3 S2,4
S3,1 S3,2 0 S3,4
S4,1 S4,2 S4,3 0
 ,
avec Si,j = −Sj,i et dij = deg(Si,j) = deg(−Sj,i) = dji. On de´finit le pfaffien de la matrice
antisyme´trique M par (pfM)2 = det(M) qui est le polynoˆme homoge`ne (e´quation du Plu¨cker
pour la grassmannienne G(2, 4))
Q = pf(M) = S1,2S3,4 − S1,3S2,4 + S1,4S2,3.
Il a un degre´
deg(Q) = d = d12 + d34 = d13 + d24 = d14 + d23.
On suppose que les formes (Si,j)1≤i 6=j≤4 n’ont pas de ze´ro commun sur P
3. Donc en calculant
les mineurs 2× 2 et 3× 3 de la matrice M , on constate que M est de rang 2 en tout point de
P3 si et seulement si le polynoˆme Q = 0.
On de´finit la matrice associe´e a` une matrice antisyme´trique M . En utilisant le fait que Q = 0,
on obtient la matrice antisyme´trique suivante
N =

0 S3,4 −S2,4 S3,2
−S3,4 0 S1,4 −S1,3
S2,4 −S1,4 0 S1,2
−S3,2 S1,3 −S1,2 0
 .
On obtient que la matrice N est de rang 2, et M.N = N.M = 0. On conside`re ψ0 le morphisme
de fibre´s suivant associe´ a` la matrice M
ψ0 : F :=
4⊕
i=1
OP3(ai) −→
4⊕
i=1
OP3(bi).
On peut supposer que a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4. Donc on peut trouver facilement les relations
suivantes
dij = bi − aj si 1 ≤ i 6= j ≤ 4.
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Soit Λij = d1j − dij pour 1 < j ≤ 4 et 1 ≤ i ≤ 4, donc on a
ai = a1 + Λij , bi = b1 − Λij.
On a aussi bn = a1 + din + Λij, si n est un entier tel que i 6= n et 1 ≤ n ≤ 4. On a
b1 = a1 + d12 + d13 + d14 − d = a1 − d34 − d23 − d24 + 2d.
Donc on a
F =
4⊕
i=1
OP3(ai) = OP3(a1)⊕OP3(a1 + Λ2j)⊕OP3(a1 + Λ3j)⊕OP3(a1 + Λ4j).
Donc le morphisme ψ0 devient
(9) ψ0 : F −→ F
∗(b1 + a1).
On suppose, dans la suite de notre e´tude, que Q = 0. On conside`re ϕ0 le morphisme suivant
de fibre´s associe´ a` la matrice N
ϕ0 :
4⊕
i=1
OP3(qi) −→ F =
4⊕
i=1
OP3(ai).
On obtient alors les relations suivantes
qm = ai − dlr,
ou` i, r, l,m sont des entiers distincts tels que 1 ≤ i, r, l,m ≤ 4. Donc on a
qm = bm − dim − dlr = b1 − d− Λmj ,
ou` j est un entier tel que 1 ≤ j 6= m ≤ 4. Alors le morphisme ϕ0 devient
(10) ϕ0 : F
∗(b1 + a1 − d) −→ F.
Des morphismes 9 et 10, on obtient un complexe
F∗(b1 + a1 − d)
ϕ0
−→ F
ψ0
−→ F∗(b1 + a1).
Pour e ∈ Z entier, on conside`re les morphismes de fibre´s
ϕe : F
∗(b1 + a1 + (e− 1)d) −→ F(ed),
ψe : F(ed) −→ F
∗(b1 + a1 + ed).
Donc on obtient un complexe associe´ infini de deux coˆte´s,
. . .
ψ−3
−→ F∗(b1 + a1 − 3d)
ϕ−2
−→ F(−2d)
ψ−2
−→ F∗(b1 + a1 − 2d)
ϕ−1
−→ F(−d)
ψ−1
−→ F∗(b1 + a1 − d)
ϕ0
−→ F
ψ0
−→ F∗(b1 + a1)
ϕ1
−→ F(d)
ψ1
−→ F∗(b1 + a1 + d)
ϕ2
−→ F(2d)
ψ2
−→ F∗(b1 + a1 + 2d)
ϕ3
−→
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4.1.2. De´finition du fibre´ de rang 2 sur P3. Soient les morphismes ψ0 et ϕ0 9 et 10 dans
4.1.1. On obtient que A = Imϕ0 et B = Imψ0 sont des fibre´s vectoriels de rang 2 sur P
3. On
a le complexe suivant
. . .F∗(b1 + a1 − d)
ϕ0 //
''◆◆
◆◆◆
◆◆◆
◆◆
◆◆◆
F
ψ0 //
❁
❁❁
❁❁
❁❁
❁ F
∗(b1 + a1)
%%▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
ϕ1 // F(d) . . .
A
@@✂✂✂✂✂✂✂✂
❃
❃❃
❃❃
❃❃
❃ B
%%❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉
A(d)
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉
$$❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏
0
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4.1.3. Proposition. Soient A et B les fibre´s vectoriels sur P3 qui sont de´finis dans 4.1.2. Les
classes de Chern de fibre´s vectoriels A et B sont
c1(B) = b1 + a1 = 2a1 + d13 − d23 − d12.
c2(B) = −
1
d
{a1a2a3 + a1a3a4 + a1a2a4 + a2a3a4
−(b1 + a1)(a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4 − (b1 + a1)(b1 + a1 − d))}.
c1(A) = b1 + a1 − d = 2a1 + d13 − d23 − d34.
c2(A) =
1
d
{a1a2a3 + a1a3a4 + a1a2a4 + a2a3a4
−(b1 + a1 − d)(a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4 − (b1 + a1)(b1 + a1 − d))}.
De´monstration. Comme A, B sont des fibre´s vectoriels de rang 2, alors on a un morphisme
surjectif de fibre´s
F∗(c1(A)) −→ A,
et un morphisme injectif de fibre´s
B −→ F∗(c1(B)).
Donc on a que
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F∗(c1(A))
ρ //
$$■
■■
■■
■■
■■
■
F
̺ //
❂
❂❂
❂❂
❂❂
❂ F
∗(c1(B))
A
@@✁✁✁✁✁✁✁✁
❄
❄❄
❄❄
❄❄
❄ B
$$❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉
0
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0
??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧
0.
et ρ = ϕ0 , ̺ = ψ0. Alors on a
c1(B) = b1 + a1 = 2a1 + d13 − d23 − d12,
c1(A) = b1 + a1 − d = 2a1 + d13 − d23 − d34.
On calcule le reste des classes de Chern directement tout en utilisant la suite exacte suivante
0 −→ A −→ F −→ B −→ 0.

4.1.4. Proposition. Soient {Ti}, {Wi}, {Vi}, {Ui}, 1 ≤ i ≤ 2 des formes homoge`nes sur P3
de degre´s positifs deg(Ti) = ti, deg(Wi) = wi, deg(Vi) = vi, deg(Ui) = ui. On conside`re les
formes homoge`nes sur P3 suivantes
S1,3 = T1.W1 + T2.W2, S2,4 = U1.V1 + U2.V2
S1,2 = T1.U1 + T2.U2, S3,4 = V1.W1 + V2.W2
S1,4 = T1.V2 − T2.V1, S2,3 = U2.W1 − U1.W2
telles que (Si,j)1≤i 6=j≤4 n’ont pas de ze´ro commun sur P
3. On conside`re les conditions suivantes
t2 = w2, u2 = v2, t1 = −w1 + 2w2, u1 = w1 − w2 + v2, v1 = −w1 + w2 + v2,
avec w2, v2 > 0 et 0 ≤ w2 − v2 ≤ w1 ≤ w2 + v2. On conside`re M et N des 4 × 4-matrices
antisyme´triques suivantes
M =

0 S1,2 S1,3 S1,4
S2,1 0 S2,3 S2,4
S3,1 S3,2 0 S3,4
S4,1 S4,2 S4,3 0

et
N =

0 S3,4 −S2,4 S3,2
−S3,4 0 S1,4 −S1,3
S2,4 −S1,4 0 S1,2
−S3,2 S1,3 −S1,2 0

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On conside`re aussi les morphismes ϕ0 et ψ0 9 et 10 associe´s respectivement aux matrices anti-
syme´triques N et M dans le diagramme suivant
F∗(b1 + a1 − d)
ϕ0 //
&&▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
F
ψ0 //
❁
❁❁
❁❁
❁❁
❁ F
∗(b1 + a1)
%%▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
ϕ1 // F(d)
A
@@✂✂✂✂✂✂✂✂
❃
❃❃
❃❃
❃❃
❃ B
%%❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉
A(d)
<<①①①①①①①①
##●
●●
●●
●●
●●
0
88qqqqqqqqqqqqqq
0
@@✁✁✁✁✁✁✁✁
0
88qqqqqqqqqqqq
0
Alors on a
I) M.N = N.M = 0 et S1,2.S3,4−S1,3.S2,4+S1,4S2,3 = 0 et b1 = 3w2−w1+a1 et d = 2(w2+v2).
II) On a le fibre´ F = OP3(a1)⊕OP3(a1+2w2−w1−v2)⊕OP3(a1+w2−w1)⊕OP3(a1+w2−v2),
pour tout a1 ∈ Z.
III) On a deux fibre´s vectoriels A = Imϕ0 et B = Imψ0 de rang 2 sur P3 avec des classes de
Chern, pour a1 = 0,
c1(B) = 3w2 − w1, c2(B) = w2(2w2 − w1 + v2),
c1(A) = w2 − w1 − 2v2, c2(A) = v2(w1 + v2).
De´monstration. Il suffit de prendre dans l’identite´ de Binet-Cauchy 8
x1 = T1, x2 = T2, y1 = U1, y2 = U2, c1 =W1, c2 = W2, z1 = V1, z2 = V2,
pour obtenir
S1,2.S3,4 − S1,3.S2,4 + S1,4S2,3 = 0.
En utilisant 4.1.1 et 4.1.3 , on obtient (II) et (III).

4.2. Fibre´ vectoriel de rang 3 sur P4. Dans cette partie, nous allons construire un exemple
de fibre´s vectoriels de rang 3 sur P4 := P4K a` partir d’un fibre´ de rang 2 sur la varie´te´ P
3 := P3K
ou` K est un corps quelconque, tout en utilisant 4.1 et 2.2 .
4.2.1. Remarque. Soient z ∈ H0(P4,OP4(1)) \ {0} et P
3 ⊂ P4 l’hyperplan de P4 de´fini par
l’e´quation z = 0. Soient ǫ ≥ 1 un entier et Y(ǫ) ⊂ P
4 le voisinage infinite´simal de l’ordre ǫ de
P3 dans P4, de´fini par l’e´quation zǫ = 0. On a les morphismes d’inclusion suivants
P3 := Y(1)
 
b(2) // Y(2)
 
b(3) // . . . 
 b(ǫ) // Y(ǫ)
  d // P4.
Soit e0 ∈ P4 \ Y(ǫ), on de´finit la projection d’un point (voir [5] page 22) sur un sous-espace
projectif P3 par
π : P4 \ {e0} −→ P
3
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e 7−→ π(e)
ou` π(e) est l’intersection de P3 avec la droite unique passant par les points e0, e. On conside`re
la restriction de la projection π sur le voisinage infinite´simal Y(ǫ), on obtient la projection d’un
point sur un sous-espace projectif P3
J(ǫ) : Y(ǫ) −→ P
3.
On conside`re B(ǫ) = J
∗
(ǫ)B et A(ǫ) = J
∗
(ǫ)A ou` B et A sont les fibre´s vectoriels dans la proposition
4.1.4. Alors on a la suite exacte suivante
0 −→ A(ǫ) −→ F(ǫ) −→ B(ǫ) −→ 0,
ou` F(ǫ) = OY(ǫ) ⊕OY(ǫ)(t1 − v2)⊕OY(ǫ)(t1 − w2)⊕OY(ǫ)(w2 − v2).
4.2.2. Proposition. Soient A(ǫ) et B(ǫ) comme dans la remarque 4.2.1 , et G2 un fibre´ vectoriel
sur P4 de´fini par le diagramme commutatif suivant
0

0

Fˆ (−ǫ)

Fˆ (−ǫ)

0 // G2 //

Fˆ //

B(ǫ) // 0
0 // A(ǫ) //

F(ǫ) //

B(ǫ) // 0
0 0
ou` Fˆ := OP4 ⊕OP4(2w2 − w1 − v2)⊕OP4(w2 − w1)⊕OP4(w2 − v2). Dans la proposition 4.1.4,
si on a que c1(A) = w2 − w1 − 2v2 = −ǫ ≤ −1 et ǫ ve´rifie une des conditions suivantes
1- 2v2 − w2 ≤ ǫ ≤ 2v2 + w2 si v2 ≥ w2 > 0
2- v2 ≤ ǫ ≤ 3v2 si 0 < v2 ≤ w2
alors il existe un fibre´ vectoriel E2 de rang 3 sur P
4 tel que
0 −→ OP4(−ǫ) −→ G2 −→ E2 −→ 0,
qui est diffe´rent du fibre´ de Tango ponde´re´ provenant d’une image inverse ge´ne´ralise´e sur P4.
De´monstration. Soient A, B les fibre´s dans la proposition 4.1.4, on a le diagramme suivant sur
P3
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F∗(w2 − w1 − 2v2)
ϕ0 //
''❖❖
❖❖❖
❖❖❖
❖❖❖
❖❖
F
ψ0 //
❂
❂❂
❂❂
❂❂
❂ F
∗(3w2 − w1)
A
@@        
❄
❄❄
❄❄
❄❄
❄ B
&&▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼
99rrrrrrrrrrr
0
77♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥
0
??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧
0
ou` F = OP3 ⊕OP3(2w2 − w1 − v2)⊕OP3(w2 − w1)⊕OP3(w2 − v2). En prenant l’image inverse
du diagramme pre´ce´dent par la projection d’un point sur un sous-espace projectif P3, 4.2.1 ,
J(ǫ) : Y(ǫ) −→ P
3,
on obtient le diagramme suivant sur Y(ǫ)
F∗(ǫ)(w2 − w1 − 2v2)
ϕ0 //
''❖❖
❖❖❖
❖❖❖
❖❖❖
❖
F(ǫ)
ψ0 //
!!❇
❇❇
❇❇
❇❇
❇
F∗(ǫ)(3w2 − w1)
A(ǫ)
==④④④④④④④④
""❊
❊❊
❊❊
❊❊
❊
B(ǫ)
''◆◆
◆◆◆
◆◆◆
◆◆◆
◆◆◆
88qqqqqqqqqq
0
66♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠ 0
<<③③③③③③③③
0
ou` F(ǫ) = OY(ǫ) ⊕ OY(ǫ)(2w2 − w1 − v2) ⊕ OY(ǫ)(w2 − w1) ⊕ OY(ǫ)(w2 − v2). En choisissant les
meˆmes notations de 2.2 avec Φ = ϕ0 et Ψ = ψ0 sur P
4, tous les fibre´s F∗(ǫ)(w2−w1−2v2), F(ǫ) et
F∗(ǫ)(3w2−w1) peuvent se relever en fibre´s Fˆ
∗(w2−w1−2v2), Fˆ et Fˆ
∗(3w2−w1) respectivement
sur P4. On obtient donc le complexe suivant sur P4
Fˆ ∗(w2 − w1 − 2v2)
Φ
−→ Fˆ
Ψ
−→ Fˆ ∗(3w2 − w1),
ou` Ψ.Φ = ψ0.φ0 = 0. Donc on peut de´finir le morphisme suivant sur P
4
∆ : Fˆ (−ǫ)⊕ Fˆ ∗(w2 − w1 − 2v2) −→ Fˆ ⊕ Fˆ
∗(3w2 − w1 − ǫ),
∆ =
(
zǫI Φ
Ψ 0
)
.
∆ =

zǫ 0 0 S3,4 −S2,4 S3,2zǫ −S3,4 0 S1,4 −S1,3
0 z
ǫ S2,4 −S1,4 0 S1,2
zǫ −S3,2 S1,3 −S1,2 0
0 S1,2 S1,3 S1,4
S2,1 0 S2,3 S2,4 0
S3,1 S3,2 0 S3,4
S4,1 S4,2 S4,3 0

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On a
Fˆ (−ǫ)⊕ Fˆ ∗(w2 − w1 − 2v2)
∆ //
))❘❘
❘❘❘
❘❘❘
❘❘❘
❘❘❘
❘❘❘
Fˆ ⊕ Fˆ ∗(3w2 − w1 − ǫ)
G2
66♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥
((❘❘
❘❘❘
❘❘❘
❘❘❘
❘❘❘
❘❘❘
0
55❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦ 0
D’apre`s la proposition 2.2.2 et la remarque 2.2.3. Soit
(h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8) ∈ H
0(OP4(−ǫ))⊕H
0(OP4(2w2−w1−v2−ǫ))⊕H
0(OP4(w2−w1−ǫ))
⊕H0(OP4(w2 − v2 − ǫ))⊕H
0(OP4(w2 − w1 − 2v2))⊕H
0(OP4(−w2 − v2))
⊕H0(OP4(−2v2))⊕H
0(OP4(−w1 − v2)).
On prend la somme la 1e`re-colonne et la 5e`me-colonne de la matrice ∆ avec la condition
d’homoge´ne´ite´ suivante, sur la 1e`re-coordonne´e et la 5e`me-coordonne´e de
(h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8),
deg(h1) = deg(h5)
−ǫ = w2 − w1 − 2v2.
Une telle somme existe graˆce a` la condition c1(A) = w2−w1− 2v2 = −ǫ. Donc on obtient une
colonne τ
τ =T [zǫ, S1,2, S1,3, S1,4; 0, S3,4,−S2,4, S3,2]
τ : OP4(w2 − w1 − 2v2) −→ Fˆ ⊕ Fˆ
∗(4w2 − 2w1 − 2v2).
Supposons que toutes les formes de la matrice τ soient nulles sur P 4. On obtient donc que la
matrice Φ est nulle, ce qui est une contradiction au fait que rg(Φ) = 2. Donc pour tout x ∈ P4
il existe une forme des formes zǫ, S1,2, S1,3, S1,4, S3,4, S2,4, S3,2 qui ne s’annule pas en x. Ce qui
donne que le morphisme τ est injectif non nul sur P4. Mais, le morphisme suivant est repre´sente´
par le morphisme τ
OP4(w2 − w1 − 2v2) −→ G2;
alors on a la suite exacte suivante
0 −→ OP4(w2 − w1 − 2v2) −→ G2 −→ E2 −→ 0,
ou` E2 est un fibre´ vectoriel de rang 3 sur P
4. On utilise la proposition 2.2.8 pour calculer les
classes de Chern du faisceau d∗(B(−w2+w1+2v2)). En utilisant la suite exacte pre´ce´dente et la
suite exacte suivante
0 −→ G2 −→ Fˆ −→ B(−w2+w1+2v2) −→ 0
on obtient les classes de Chern du fibre´ E2
c1(E2) = 2(w2 + v2)− 3(−w2 + w1 + 2v2),
c2(E2) = 2(−w2 + w1 + 2v2)
2 − (−w2 + w1 + 2v2)(3w2 + v2) + w
2
2 − v
2
2 + 4w2v2,
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c3(E2) = 2v2(−(−w2 + w1 + 2v2)
2 + 2v2(−w2 + w1 + 2v2) + w
2
2 − v
2
2).

4.2.3. Lemme. [16] Soit E un fibre´ vectoriel de rang r sur Pn engendre´ par ses sections globales.
Si la classe de Chern cr(E) = 0, alors il existe une section non-nulle de E. Autrement dit, E
contient un sous-fibre´ trivial de rang 1.
4.2.4. The´ore`me. Soient E2, G2, A(ǫ) et B(ǫ) des fibre´s vectoriels sur P4 comme dans la propo-
sition 4.2.2 avec v2 = w2 = w1 = n > 0, ǫ = 2n des entiers. Alors il existe un fibre´ vectoriel
inde´composable L2 de rang 2 sur P
4 tel que
0 −→ OP4 −→ E2 −→ L2 −→ 0,
son polynoˆme de Chern est ch(L2) = 1− 2nh+ 4n2h2 ou` h = c1(OP4(1)).
De´monstration. D’apre`s la proposition 4.2.2, si on conside`re v2 = w2 = w1 = n > 0, ǫ = 2n, on
obtient le diagramme commutatif suivant
0

0

K4 ⊗OP4(−2n)

K4 ⊗OP4(−2n)

0 // G2 //

K4 ⊗OP4 //

B(2n) // 0
0 // A(2n) //

K4 ⊗OY(2n)
//

B(2n) // 0
0 0
avec E2 un fibre´ vectoriel de rang 3 sur P
4 tel que
0 −→ OP4(−2n) −→ G2 −→ E2 −→ 0,
son polynoˆme de Chern est ch(E2) = 1− 2nh + 4n2h2 ou` h = c1(OP4(1)). Donc on a
h0(E2) = h
0(G2) = h
0(A(2n)) = 1.
On va de´montrer que le fibre´ E2 est engendre´ par ses sections globales.
Pour tout y = K.v ∈ P4 = P(V ) ou` v ∈ V , on a le diagramme commutatif suivant
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0 // H0(A(2n)) //
evA(2n)

(K4)∗
q //
ev
K4⊗OY(2n)

H0(B(2n))
evB(2n)

//
0 // A(2n)y // K4
q //

B(2n)y // 0
0
ou` q = [q1, q2, q3, q4] et qi ∈ H0(K4 ⊗ OY(2n)) = (K
4)∗, i = 1, . . . , 4, sont des sections de B(2n).
Donc les ge´ne´rateurs de H0(A2n) sont e2 = (−q2, q1, 0, 0), e3 = (−q3, 0, q1, 0), e4 = (−q4, 0, 0, q1).
Alors pour tout X = (X1, X2, X3, X4) ∈ A(2n)y, on a qX = 0. On obtient que
Xq1 = X2e2 +X3e3 +X4e4 ∈ H
0(A(2n)).
Donc X ∈ H0(A(2n)), et le fibre´ A(2n) est engendre´ par ses sections globales. On a aussi les
carre´s commutatifs suivants
G2 // A(2n) // 0
H0(G2)⊗OP4
∽ //
evG2
OO
H0(A2n)⊗OP4
evA2n
OO
et
G2 // E2 // 0
H0(G2)⊗OP4
∽ //
evG2
OO
H0(E2)⊗OP4
evE2
OO
qui nous donnent que le fibre´ E2 est engendre´ par ses sections globales. D’apre`s le lemme 4.2.3
et comme on a c3(E2) = 0, on obtient alors que le fibre´ E2 a un sous-fibre´ en droite. Autrement
dit, on a un fibre´ vectoriel L2 de rang 2 sur P
4 de´fini par la suite exacte
0 −→ OP4 −→ E2 −→ L2 −→ 0,
son polynoˆme de Chern est ch(L2) = ch(E2) = 1 − 2nh + 4n2h2. Comme ce polynoˆme de
Chern est irre´ductible dans l’anneau H∗(Pn,Z) = Z[h] = Z[t]/(t5), alors le fibre´ L2 est
inde´composable.

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